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Partie A

1. Le mardi, Wendei mange 2 biscuits a I’heure du diner, ce qui lui en laisse 7 — 2 = 5. Apres

I’école, il achete 5 autres biscuits pour en avoir un total de 5+ 5 = 10.

Le mercredi, Wenfei mange 2 biscuits a 'heure du diner, ce qui lui en laisse 10 — 2 = 8.
Apres 'école, il achete 8 autres biscuits pour en avoir un total de 8 + 8 = 16.

Le jeudi, Wenfei mange 2 biscuits a I’heure du diner, ce qui lui en laisse 16 —2 = 14. Apres
I’école, il achete 14 autres biscuits pour en avoir un total de 14 + 14 = 28.

Le vendredi, Wenfei mange 2 biscuits a ’heure du diner, ce qui lui en laisse 28 — 2 = 26.
Apres I’école, il achete 26 autres biscuits pour en avoir un total de 26 + 26 = 52.

REPONSE : 52.

2. Solution 1
Si I’équation est satisfaite pour tous les nombres réels z, alors elle est satisfaite pour x = 1.
Quand x =1,on a 4x — 3 =1 et 16x — 12 = 4, donc on obtient 10 — k = 4, d’ou k = 6.
Remarque : cette solution aurait fonctionné essentiellement de la méme maniere pour toute

3

valeur de x autre que x = —.

4
Solution 2
En factorisant I'expression donnée, on obtient (42 — 3)(10 — k) = 4(4x — 3).
En réarrangeant, on obtient (4x — 3)(10 — k) — 4(4x — 3) = 0, ce qui peut étre davantage
factorisé en (4o —3)(10 —k —4) = (4= — 3)(6 — k) = 0.
Cela signifie que 4z — 3 = 0 ou que 6 — k = 0. Cependant, 4z — 3 = 0 est vrai seulement

lorsque x = —, mais I’équation est vraie pour tous les nombres réels x.

Par conséquence, il faut que 6 — k = 0, donc k = 6.
REPONSE : k=6

3. Solution 1

Il y a 6 possibilités pour le premier lancer, et il y a 6 possibilités pour le second lancer. Par
conséquent, il y a un total de 6 x 6 = 36 possibilités pour les deux lancers.

Si le premier lancer est 1, alors il y a 5 possibilités pour le second lancer qui sont supérieures
au premier lancer. Elles sont 2, 3, 4, 5 et 6.
Si le premier lancer est 2, alors il y a 4 possibilités pour le second lancer qui sont supérieures
au premier lancer.
Dans le tableau ci-dessous, la premiere colonne contient les valeurs possibles pour le premier
lancer, la deuxieme colonne contient les possibilités pour le second lancer qui sont supérieures
au premier lancer, et la troisieme colonne contient le nombre de possibilités pour le second
lancer qui sont supérieures au premier lancer.

Premier lancer | Seconds lancers possibles | # de seconds lancers ‘
1 2,3,4,5,6 )
2 3,4,5,6 4
3 4,5, 6 3
4 5, 6 2
5 6 1
6 0

Ilyab+4+3+2+1+0 =15 paires possibles de lancers pour lesquelles le second lancer est

supérieur au premier lancer. Puisqu’il y a 6 x 6 = 36 paires possibles de lancers, la probabilité

. - : 5 5
que le second lancer soit supérieur au premier lancer est %12
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Solution 2 )

La probabilité que le second lancer soit égal au premier lancer est —.
1 5
La probabilité que les deux lancers soient différents est 1 — = = 6

Pour chaque paire d’entiers distincts de 1 a 6, ces deux résultats peuvent apparaitre de deux
facons : soit le plus petit nombre apparait en premier, ou soit le plus grand nombre apparait
en premier.

1
Par conséquent, si les deux nombres sont différents, alors il y a une probabilité de 3 que le

plus petit nombre apparaisse en premier.

—_

Donc la probabilité que le second nombre soit supérieur au premier nombre est — x

| Ot
|

12

[\

, 5)
REPONSE : —
12

4. Puisque x et y sont des carrés parfaits, on peut les exprimer sous la forme x = n? et y = m?

pour deux entiers non négatifs n et m. L’équation donnée peut étre réécrite comme :

rT—y =235
n* —m?*=35

(n+m)(n—m) =35

Puisque n et m sont des entiers non négatifs dont le produit n’est pas zéro, n+m est un entier
positif. Par conséquent, n — m est également un entier positif.

Le fait que n et m soient non négatifs implique que n+m > n—m, et donc (n+m,n —m)
doit étre une paire de diviseurs positifs de 35, avec n —m égal au plus petit des deux diviseurs.

En considérant les diviseurs positifs de 35, les possibilités pour la paire (n + m,n — m)
se limitent a (35,1) et (7,5). Ainsi, il y a deux possibilités : n —m = 1 et n + m = 35, ou
n—m=5etn+m=".

Dans le premier cas, en additionnant les deux équations, on obtient 2n = 36, ce qui donne
n =18 et m = 17. Ce cas donne z = 182 = 324 et y = 17? = 289, donc z+y = 324+289 = 613.

Dans le second cas, en additionnant les deux équations, on obtient 2n = 12, ce qui donne
n==6etm=1 Ainsi,z =62=36ety=12=1, donc x +y =36+ 1 = 37.

REPONSE : 613 and 37
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5. On commence par trouver une formule générale pour le volume d’un cone formé a partir d’un
secteur d’angle « en degrés et de rayon R. La construction du cone est illustrée dans le schéma
ci-dessous.

4 C
R
« C’ N
B AB

La circonférence de la base du cone est égale a la longueur de I’arc du secteur. La longueur

a a
de ’arc du secteur est 360 de la circonférence totale du cercle, soit — (27 R) = ——. Ainsi,

360
le rayon de la base du cone est — X —OHTR = —QR.
2 180 360

Le centre de la base du cone, le sommet du cone et un point quelconque sur la circonférence
de la base forment un triangle rectangle. Les cathetes du triangle sont le rayon de la base et
la hauteur du cone, et I'hypoténuse est la génératrice du cone, qui est égale a R. On obtient
donc les équations suivantes, toutes équivalentes :

(ﬁ):h? = R?

360
) ) a?
h"=R“(1—
( 3602)

360% — o?
h2 — R2
3602
h = %\/3602 —a?

oll, & la derniere ligne, on utilise le fait que h et R sont positifs et que 360 > o (puisque
360 > «).

On a maintenant des expressions pour le rayon et la hauteur du cone en fonction du rayon
du cercle et de 'angle du secteur. En utilisant la formule du volume d’un cone, on obtient

360 3 x 3603

1 (OfR)z R \/m _ 7T052R3 V 3602 — 052

37\ 360

Dans notre cas, on a R = 1 et on cherche la valeur de 6 telle que a = 0 et @ = 20 donnent le
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méme volume. On a donc les équations suivantes, toutes équivalentes :

m62(1)*V/360° — 67 _ 7(26)*(1)*\/360° — (20)?

3 x 3603 3 x 3603
0*v/3602 — 02 = (20)*/360% — (20)2
V3602 — 02 = 44/360% — 462 (car 6 # 0)

et donc on peut élever les deux cotés au carré pour obtenir 360? — 62 = 16(360% — 46?). En

5
réarrangeant, on obtient 636? = 15(360%) ou #* = —(360)?. En prenant la racine carrée, on

21
t 0 3601/5
rouve 0 = —.
21

6. Solution 1
Le nombre d’entiers a 8 chiffres est 9 x 107 puisqu’un entier a 8 chiffres comporte 9 choix pour
le premier chiffre (1 & 9) et 10 choix pour chacun des autres chiffres (0 & 9). Lorsque les 0 sont
effacés, chacun de ces 9 x 107 entiers contribue au moins un entier au nouveau total. Le défi
est de compter combien d’entiers supplémentaires il contribue.

REPONSE : 0 = 3604/ 2

Supposons qu’'un entier contribue au moins deux entiers. Dans ce cas, il doit contenir un
chiffre 0 suivi immédiatement (a droite) d’un chiffre non nul. Pour construire un tel entier, on
a 9 choix pour le premier chiffre, et 9 choix pour le chiffre non nul d qui vient immédiatement
apres le 0. Cette paire, 0d, peut occuper les deuxieme et troisieme positions, les troisieme et
quatrieme positions, et ainsi de suite jusqu’aux septieme et huitieme positions, pour un total
de 6 possibilités. Les 8 — 3 = 5 chiffres restants peuvent étre quelconques. Cela donne un total
de 9% x 6 x 10°.

Cela semble étre un surcomptage car, par exemple, I'entier 90999099 est compté deux fois :
une fois quand le 09 est placé aux deuxieme et troisieme positions, et une fois lorsque le 09
est placé aux sixieme et septieme positions.

On remarque que ’entier 90999099 contribue 3 entiers a la nouvelle liste. L'un d’eux est
déja compté dans le total de 9 x 107, et les 2 autres apparaissent précisément parce qu'il y a
deux occurrences d'un 0 suivi d’'un chiffre non nul. Ainsi le nombre de fois que cet entier est
compté dans le total de 92 x 6 x 10° du paragraphe précédent est exactement égal au nombre
d’entiers supplémentaires qu’il apporte a la liste finale.

En général, s’il y a k occurrences d’un 0 suivi immédiatement a droite d'un chiffre non nul,
alors I'entier est compté k fois dans 92 x 6 x 10°, et il contribue k entiers supplémentaires. Par
conséquent, le surcomptage de 92 x 6 x 10° compte exactement le nombre d’entiers additionnels
obtenus en effagant les 0.

Ainsi, la réponse est
9 x 10" + 9% x 6 x 10° = 10°(900 + 81 x 6) = 10°(900 4+ 486) = 138 600 000

Solution 2
On note S, le nombre d’entiers dans la liste finale apres effacement des 0, en partant de tous
les entiers a n chiffres. On cherche Sg.

Pour un entier positif n, on note T'(N) le nombre d’entiers contriubés par N quand les zéros

sont effacés. Par exemple, si N ne contient aucun chiffre égal a 0, alors T'(N) = 1. Comme
autre exemple, T'(1230456) = 2 car il contribue les entiers 123 et 456.
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Avec ces choix de notation, S, est la somme des valeurs de T(N) quand N parcourt tous
les entiers positifs a n chiffres.

Ainsi,

S1=T1)+T2)+T@B)+T(4)+T(5)+T(6)+T(7)+T(8)+T(9)
=14+14+1+14+1+14+14+1+1
=9

De plus, S = 90 puisque tout 0 dans un entier a 2 chiffres doit étre le chiffre des unités, donc
son effacement ne produit pas d’entier supplémentaire.

On considere S3. I1 y a 900 entiers a trois chiffres au départ. Dans ce cas, la seule facon
dont I'effacement d’un zéro peut produire un entier supplémentaire est lorsque I'entier est de
la forme x0y ou x et y sont non nuls. Il y a 81 tels entiers. Pour un entier a 3 chiffres N, on
aT(N)=2si N est de la forme 20y avec = et y non nuls, et T(N) = 1 sinon. Comme on 1'a
remarqué, il y a 81 entiers N tels que T'(N) = 2, donc S5 = 900 + 81 = 981.

On considere Sy. Il y a 9000 entiers a quatre chiffres au départ. Les entiers qui produisent
au moins un entier supplémentaire apres séparation sont de la forme x00y, xy0z, ou x0ya ou
x, y et z sont non nuls et a peut étre nul.

Si N = 200y, alors T(N) = 2. Une autre fagon de voir cela est que T(N) = T(200y) =
1 + T'(y). Ainsi, chaque x00y produit T'(y) entiers supplémentaires pour la liste, et donc
I'ensemble des entiers de la forme z00y produit 9 x T'(y) entiers supplémentaires puisqu’il y a
9 choix pour z. Lorsque I'on additionne T'(y) pour tous les choix de y, on obtient Sy, donc les
entiers £00y contribuent 9 x S entiers supplémentaires a la liste.

Par un raisonnement similaire, les entiers de la forme xOya contribuent 9 x Sy entiers
supplémentaires, et les entiers de la forme xy0z contribuent 9% x S; entiers d’extra. Ainsi,
Sy = 9000 4 9(S; + Ss) + 9%(S1) = 10620.

On considere S, o n > 4. Il y a 9x 10" ! entiers & n chiffres dans la liste avant 1’effacement
des 0. Les entiers qui produisent au moins un entier supplémentaire apres effacement des 0 sont
constitués de d chiffres non nuls (avec 1 < d < n—2) suivis de r zéros (avec 1 <r <n—-d—1),
suivis d'un entier a n — d — r chiffres. On peut écrire un tel entier sous la forme

N:x1$2'"xdo"'oyaﬂa{%“'a’n—d—r
ol 1, X, ...,2Tq,y sont des chiffres non nuls. On remarque que
T(N)=T(x1xg - x40---0yasag - - an_q—r) = 1+ T(yasas - ap_q—)

Il y a 9% combinaisons possibles pour les chiffres x5 - - - 74 qui précedent les r zéros, puisqu’il
y a d chiffres non nuls. Etant donné une combinaison de ces d chiffres, le nombre d’entiers
nouveaux générés pour la liste lorsque les n — d — r derniers chiffres varient est .S,,_4_, puisque
les chiffres yasas - - - a,_q4_, parcourent tous les entiers positifs possibles a n — d — r chiffres.
Autrement dit, pour des valeurs données de n, d et r, le nombre d’entiers supplémentaires
générés est
9%, —dr
puisqu’il y a 9% facons de choisir le début de I’entier et, pour chaque début, S,_4_, facons dont

les n — d — r derniers chiffres produisent de nouveaux entiers. Par exemple, sin =5 et d = 2,
alors on peut avoir r =1 ou r = 2.
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Par conséquent,

55 =9 x 104 + 9(31 + SQ + Sg) + 92(51 + SQ) + 93(51)
= 90000 + 9(9 + 90 + 981) + 9%(9 + 90) + 9°(9)
= 114300

S@ =9 x 105 + 9(51 + Sg + Sg + 54) + 92(51 + SQ + Sg) + 93(51 + Sg) + 94(51)
= 900000 + 9(9 + 90 + 981 + 10620) + 9*(9 + 90 + 981) + 9*(9 + 90) + 9*(9)
= 1224000

Sy =9x10°+9(S; + Sy + S5 + Sy + S5) + 9%(S) + Sy + S5 + Sy)
+9%(S) + S + S3) + 9%(S1 + Sa) + 9°(Sy)
= 9000000 + 9(9 + 90 + 981 + 10620 + 114 300) + 9%(9 + 90 + 981 + 10 620)
+9%(9 4+ 90 + 981) + 9*(9 + 90) + 9°(9)
= 13050000

Sg =9 x 107 +9(S; + Sy + S5 + Sy + S5 + S)
+9%(S) + So + S5+ Sy + S5) + 9°(Sy + Sy + Sz + Sy)
+9%(S1 + G2 + S3) + 9°(S1 + S2) + 9°(51)
= 90000000 + 9(9 + 90 + 981 + 10620 + 114 300 + 1224 000)
+92(9 + 90 + 981 4 10620 + 114 300) + 9%(9 + 90 + 981 + 10 620)
+9%(9 + 90 + 981) + 9°(9 + 90) + 9%(9)
— 138600 000

REPONSE : 138 600 000
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Partie B

1. (a)
(b)

En substituant les coordonnées du point dans I’équation, on obtient —9 = 6p + p?. En la
réarrangeant, on obtient 0 = p? + 6p + 9 = (p + 3)%. Ainsi, p = —3.

En substituant chacun des trois points dans 1’équation, on obtient les trois équations sui-
vantes :

5=a—b+c
4=c¢c
1l1=a+b+ec

En substituant 4 = ¢ dans les deux autres équations et en réarrangeant un peu, on obtient

l=a-b
7=a-+b.

En additionnant ces deux équations, on obtient 2a = 8 et donc a = 4. En substituant a = 4
dans la derniere équation, on obtient b = 3.

Par conséquent, a =4, b =3, ¢ = 4.
Solution 1

En substituant les coordonnées des deux points dans I’équation de la parabole, on obtient
les deux équations

5=(d—1)*+
5=(d+5)°+gq

En soustrayant les deux équations, on obtient

0=(d—1)>+q—[(d+5)*+]
=d*—2d+1+q—d*—10d —25—q
= —12d — 24

et donc 12d = —24 ou encore d = —2. La parabole passe par (—2,5), donc on a
5=(-2-1?2+¢q

ce qui permet de résoudre pour g et d’obtenir ¢ = —4.

Solution 2

Puisque les points (d,5) et (d + 6,5) ont la méme ordonnée, ils sont l'image miroir I'un de
I’autre, par rapport a un axe de symétrie. Par conséquent, ’axe de symétrie est z = d + 3,
puisque d + 3 est la moyenne des deux abscisses.

L’axe de symétrie contient le sommet de la parabole, donc I’abscisse du sommet doit étre
r=d+3.

L’équation de la parabole est donnée sous forme canonique, donc on déduit immédiatement
de I'équation y = (z — 1)* + ¢ que Pabscisse du sommet est x = 1. Ainsi, d +3 = 1 et
d = —2. La parabole passe par (—2,5), donc on a

5=(—2-1)+¢

ce qui permet de résoudre pour ¢ et d’obtenir ¢ = —4.
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2. (a)

(b)

Puisque AD est parallele a BC, on a ZBCA = 6. D’apres le théoreme de Pythagore,

AB 3
AC? =22 + 32, donc AC = v/13. Par conséquent, sinf = — = ——.
4 AC T V13
Solution 1

Soit z la longueur de TR et soit y la longueur de PR. Soit a = ZPTR. La loi des sinus

appliquée a APTR donne
sin45°  sina
= ) (1)
Y

D’apres le théoreme de Pythagore, on obtient y = /42 + (34 z)? = V254 6z + 22 et
aussi PT = /32 +42 = 5. Par la trigonométrie dans le triangle rectangle et puisque

4 1
ZPTQ = 180° — «, on obtient sin = sin(180° — ) = £ On rappelle que sin45° = —.

V2

En substituant tout cela dans I’équation (77?) et en réarrangeant, on obtient

4 1
5v/25 + 6z + 22 B V2x
4v/2x = 5V/25 + 61 + 22
322% = 25(25 + 6z + %)
72% — 1502 — 625 = 0.

—25
Les racines de ce polynome sont x = —— et x = 25. Puisque x est une longueur, on rejette
la solution négative et on conclut que T'R = 25.
Solution 2

On prolonge PT jusqu’a un point M de sorte que ZPM R = 90°.

P

45°
4
-
Q@ 3T R

M

D’apres le théoreme de Pythagore, PT = /42 4+ 32 = 5.
Dans le triangle PM R, il y a un angle droit et un angle de 45°, donc le triangle PM R
est rectangle isocele et ainsi RM = PM. Si l'on pose T'M = z, alors PM = RM =5+ z.

Dans les triangles M RT et QT P, on a ZMTR = ZQT P car ce sont des angles opposés
par le sommet. Ces triangles ont aussi chacun un angle droit, donc les triangles M RT' et

RM P 5 4
QT P sont semblables. Ainsi, T %, donc Z_Z =3 En réarrangeant, on obtient
15432z =4z, donc z = 15.
TP TM - PT
En utilisant encore des triangles semblables, T m, donc TR = T =

15-5
— = 25.
3
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Solution 3

3

Si 'on pose x = TR, alors tan ZQPR = ~|—x. De plus, tan ZQPR = tan(ZQPT +
/ZTPR).

3
D’apres le schéma, tan ZQPT = 1 et tan /T PR = tan45° = 1. En utilisant la formule

tana + tanb
t )= ——— btient
an(a + b) T tamatan g 00 Obtien
¥ — tan ZQPR

= tan(ZQPT + ZTPR)

_ tan ZQPT + tan L/TPR

1 —tan ZQPT tan /T PR

34

1-3.1

=7
et donc - 7, ce qui permet de résoudre pour x et d’obtenir x = 25.
Solution 1

Soient U et V sur Y Z tels que XU et XV trisectionnent /W X Z. Plus précisément,
le long de Y Z, W est le plus pres de Y, V' est ensuite le plus pres de Y, et U est le plus
éloigné de Y. On obtient alors /WXV = /VXU = ZUXZ = B. Ainsi, LW XZ = 33,
donc ZWXY = (3 également.
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Y

En général, la pente d'une droite passant par I'origine est égale a tan de ’angle formé par la
droite et I'axe des x. Ainsi, la droite W X a pour pente tan 33. Si ’on peut trouver tan 34,
on peut déterminer I’équation de WX, puis trouver les coordonnées de W en l'intersectant
avec Y Z.

24
Afin de calculer tan 3/, on remarque que tan(ZY XZ7) = tan4f = - En utilisant la

formule de I’angle double pour la tangente, on a

2tan 25

tan 45 = 1 —tan?27

‘ 24 2m
et si 'on pose tan23 =m, ona — = ——.
7 1—m?
En faisant le produit croisé, on obtient 24(1 — m?) = 7(mx), ce qui se réarrange en le
—7+25
polynome 24m? + 14m — 24 = 0. Par la formule quadratique, les racines sont —————.

4
7425

Puisque 273 est un angle du premier quadrant, tan 23 est positif, donc tan 25 = 51

3

Z.

2tan
On peut répéter le méme procédé avec tan 25 = b en posant cette fois tan § =

1 —tan?f
2n

n pour obtenir 1o 1o Cela équivaut au polynéome 3n? + 8n — 3 = 0. Par la formule



Solutions du Concours canadien de mathématiques de niveau supérieur 2025 Page 12

. . L —-8+4+10 1
quadratique, sa seule racine positive est n = 6 = 3
On utilise maintenant la formule d’addition pour la tangente afin d’obtenir
t tan 2
tan 36 = an 3 + tan 23
1 — tan S tan 20
1.3
_ 37t1
1.3
=34
13
9

13
Par conséquent, le segment WX fait partie de la droite d’équation y = 33: On peut

aussi vérifier que le segment Y Z fait partie de la droite d’équation y = —3x + 45. Comme
mentionné précédemment, W est le point d’intersection de ces deux droites.

L’abscisse de W est la solution de —3z + 45 = gac, soit 3 Son ordonnée est y =
13 81 117
9 8 8

111
Les coordonnées de W sont (8 7)

8’8

Solution 2

En utilisant le méme diagramme que dans la Solution 1, on approche plutot ce probleme
a 'aide du théoréme de la bissectrice. Autrement dit, si dans le triangle ABC, le point D

AB DB
est sur BC de sorte que AD bissecte ZBAC, alors a1C — Do
A
0\0
B D C
XY VY
Dans le triangle XY Z, le théoreme de la bissectrice implique X7 - vz D’apres le
25 VY
théoreme de Pythagore, XY = /242 + 72 = 25. [l est donné que X Z = 15, donc TE-vz

3
ce qui équivaut a V27 = gVY.

Par la formule de distance,

YZ =/(T—15)2 + (24 — 0)2 = /64 + 576 = V640 = 810

3
Puisque YZ = VY 4+ VZ, on peut substituer V2 = EVY pour obtenir

V10 =VY + %vy

et résoudre pour VY, ce qui donne VY = 5v/10. Il s’ensuit que VZ = 3v/10.

5
On peut aussi trouver les coordonnées de V. Puisque V est situé aux 3 du segment

5
allant de Y a Z le long de Y Z, I'abscisse de V' est aux 3 du chemin entre ’abscisse de Y’
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)
(qui est 7) et celle de Z (qui est 15). Ainsi, 'abscisse de V est 7+ §(15 —7) =12. Par un

5
raisonnement similaire, 'ordonnée de V' est 24 + g(() —24)=09.
Les coordonnées de V' sont (12,9), donc la longueur XV est v/122 + 92 = 15.

En appliquant le théoreme de la bissectrice au triangle XYV, on a maintenant —— =

Xy
WV 5 WV 3 . .
WY donc % =Wy soit WV = gWY. En utilisant le fait que WY +WV =YV = 510

et en substituant, on obtient

3
5V10 = WY + 5WY
2510

ce qui permet de résoudre et d’obtenir WY = .

8

2510 95
On a maintenant —— = = —, donc par un raisonnement similaire a celui utilisé

8
YZ  8/10 647
1
pour trouver les coordonnées de V', I'abscisse de W est 74+ — (15 —7) = 3 et I'ordonnée

64
25 117
de W est 24+ 22 (0 — 24) =~
e West 244 )=

111
Les coordonnées de W sont (%,?7)

D’apres les conditions données dans 1’énoncé, on a

cg=1

cy = by

c3 = bicy + bocy

¢y = bics + bacoy + bscy

On a aussi by = 1, by = 2 et b3 = 4. En substituant by = 1 et ¢4 = 1 dans ¢y = bicq, on
obtient ¢; = (1)(1) = 1. On a alors

C3 = 5102 + b201 = (1)(1) + (2)(1) =3

et enfin
cq = bicg + bace +bse; = (1)(3) + (2)(1) + (4)(1) =9

donc co =1,c3=3et ¢4, =9.

Solution 1

Supposons que b; = a et que la raison commune est 7, de sorte que b, = ar"~! pour tout
n > 1. On peut calculer les premieres valeurs de ¢; a ’aide de la relation entre une suite
et son complément.
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C1 = 1

Co = b1C1
= (a)(1)
=a

C3 — b1C2 + b201
= (a)(a) + (ar)(1)
=ala+r)
Cy = b1€3 + bgCQ + b3€1
= (a)(ala+7)) + (ar)(a) + (ar?)(1)
=a*(a+7r) + a*r + ar?
=a(a® + ar +ar +r?)
=ala+r)?

A partir de ¢; = a, ¢s = ala +7) et ¢y = a(a+7)2 on a c3 = (a +7)cy et ¢s = (a +7)cs,
ce qui suggere que la constante cherchée est t = a + r.

On procede par récurrence afin de démontrer que ¢, = (a + r)c,_1 pour tout n > 3.
Cela a déja été montré pour n = 3 et n = 4. Supposons que, pour un certain k, on ait
c3 = (a+7)ca, s = (a+71)cs, ¢5 = (a4 r)cy, et ainsi de suite jusqu'a ¢ = (@ + 7)cp_1. A
I'aide de cette hypothese, on déduira que cxy1 = (a + 7)cy.

D’apres l'identité définissant c;, 1 ainsi que I’hypothese ci-dessus, on a

Crr1 = bick + bock—1 + -+ - + br_oc3 + bp_1c0 + brcy
=bi(a+r)cp_1+ba(a+7r)cp_o+ -+ bpola+r)cy+ br_1c0+ bpcy
- ((l + 7’) (blck_l + bgck_g + -+ bk_QCQ) + bk_lcg + bkcl (*)

En utilisant a nouveau la définition donnée dans 1’énoncé, on a

C = blck_l + bgck_g + -+ bk_QCQ + bk_lcl

Ck — br—1c1 = bicg—1 + bacg 2+ -+ + bp_2Co
Le coté droit de cette expression apparait dans (), donc on peut le substituer pour obtenir

o1 = (a+7) (bickoy + bace_g + -+ - + bp—oca) + br_1¢2 + by
= (CL + 7") (Ck — bk,lcl) + bk,102 + bkcl
=(a+71r)cx — (a+7r)b_1c1 + bp_1¢o + brcy (%)

Finalement, on peut utiliser les expressions connues de b; et ¢; pour montrer que

—(a+7r)bg_1¢1 + br_102 + bper = —(a + r)ark_z +ar*%a + ar® !
N T I
=0

En substituant cela dans (*x), on obtient cxy1 = (a + r)cg. Cela complete la récurrence,
donc on a montré que ¢, = (a + r)c,_1 pour tout n > 3.
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Solution 2
Etant donné n > 3, on a les deux équations suivantes. On remarque que n > 3 est nécessaire
pour que n — 1 > 2, ce qui permet d’écrire la seconde de ces deux équations.

Cp = blcn,l + bQCn72 + bgcnfg + -+ bn,QCQ + bn,161
Cpn—1 = biCp—g + bacy_3 + -+ + bp_3c2 + by_2cy

Par hypothese, by,bs,bs, ... est une suite géométrique. Si I'on note par r sa raison, on a
alors rby, = bi,1 pour tout k > 1. Ainsi, on peut multiplier les deux membres de la seconde
équation ci-dessus par r afin d’obtenir

rCn—1 = (rb1)cn—2 + (1h2)cp_3 + -+ + (rbp_3)ca + (1bp—2)c
= bQCn_Q + bgcn_3 +--F bn_QCQ + bn_lcl

On obtient ainsi les deux équations suivantes :

Cp = blcn_l + bgcn_Q + bgcn_3 + -+ bn_QCQ + bn_lcl

rch—1 = bQCn72 + bgCnfg + -+ bn,QCQ -+ bn,1C1

Les seconds membres de ces deux équations sont presque identiques. En effet, en sous-
trayant la seconde de la premiere, on obtient ¢, — rc,—1 = bic,—1. Comme b, = ar'~! = q,
on peut réarranger cette relation pour obtenir ¢, = (a + 7)c,_1.

On a montré que ¢, = (a + r)c,—1 pour tout n > 3. Ainsi, 'identité demandée est
vérifiée avec t = a +r, ol a et r sont les constantes telles que b, = ar" ! pour tout n > 1.

On observe que la suite by,by,b3, ... étant arithmétique signifie que by, 10— b1 = bpy1 — b
pour tout m > 1, ce qui peut se réécrire sous la forme b, 5 — 2b,,11 + b, = 0 pour tout
m > 1.

Pour n > 4, on a

Cp = blcn,l + b20n72 + bgcnfg + b4cn,4 + -+ bn,QCQ + bn,101
Cn—1 = bicn—o + bacp_3 + b3cp_a + -+ by_3c2 + by_acy (2)
= blcn,g + b20n74 + -+ bn,462 + bn,gcl (3)

—
—_
~—

Cn—2

ou les équations ci-dessus sont écrites de sorte que les termes faisant intervenir ¢; soient
alignés verticalement pour chaque ¢ allant de 1 a n — 3.

On considere ce qui se produit si 'on calcule I'Equation (1) moins deux fois I'Equation (2)
plus I'Equation (3). Dans le membre de droite de I’équation obtenue, les termes faisant
intervenir c¢; sont

bp—1c1 — 2by_9c1 + bp_zc1 = 1 (bn—l —2b,_9 + bn—S) = 01(0) =0

d’apres la remarque précédente. Plus généralement, si k est compris entre 1 et n — 3 inclus,
alors
bn—1Ck — 2bp_k—1¢k + bp—g—2¢r = cx(bp—k — 2bp—k—1 + bp_j—2) = cx(0)

On remarque que k < n—3, donc n—k—2 > 1, ce qui permet bien d’utiliser cette identité
pour tout tel k.
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Ainsi, si I'on calcule I'Equation (1) moins deux fois 'Equation (2) plus 'Equation (3),
tous les termes contenant ¢; pour ¢ allant de 1 a n—3 s’annulent. Apres cette simplification,
il reste I’équation

Cp — 20n71 +Cp_o = b1€n71 + bgcn,Q — 2b1Cn,2 (4)
Si n = 2028, alors en utilisant les informations données dans 1’énoncé, on a ¢, = 3,
Cn-1 = —3, ¢n—o = 0, donc 'Equation (4) donne

ce qui se simplifie en 9 = —3b; ou encore b; = —3.
Sin = 2027, alors ¢, = —3, ¢,—1 = 0 et ¢,_o = 3, donc I’Equation (4) donne

soit 0 = 3by — 6b;. Comme on a montré que by = —3, on peut substituer et obtenir
3by = —18 ou encore by = —6.
On sait que by,by,b3, ... est une suite arithmétique et on connait désormais b; = —3 et

by = —6. 1l s’ensuit que la raison de la suite est —6 — (—3) = —3, donc b, = —3 —3(n — 1)
pour tout n > 1. Par conséquent, byps = —3 — 3(2024) = —6075.



