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Problema de la Semana
Problema D y Solucién
iMas potencia, Scott!

Problema

A Scott le gusta plantear problemas interesantes en su clase de Matematicas. Hoy, empezé con
la expresién 62020 + 72020 - Afirmé que la expresién no es igual a 132°2° y que no estaba
interesado en calcular la suma. Su pregunta para la clase y para ti es: “;Cudles son los dos
ultimos digitos de la suma?”

Solucion
Solucion 1

Empecemos por examinar los dos ltimos digitos de varias potencias de 7.

7= 07 | 72 = 49 | 73 = 343 | 71 = 2401
70 =16807 | 70 =117649 | 77 = 823543 | 7°® = 5764801

Observa que los dos tultimos digitos se repiten cada cuatro potencias de 7. Si el patrén
continua, entonces 7° termina en 07, 7' termina en 49, 7' termina en 43, 7*2 termina en 01, y
asi sucesivamente. Podriamos simplemente calcular las potencias para verificar estos ejemplos,
pero mejor justificaremos porqué este patréon continua en general. Si una potencia termina en
“07”, entonces los 2 ultimos digitos de la siguiente potencia son exactamente los dos ultimos
digitos del producto 07 x 7 =49. Es decir, los 2 ultimos digitos de la siguiente potencia son
“49”. Si una potencia termina en “49”, entonces los 2 ultimos digitos de la siguiente potencia
son exactamente los dos ultimos digitos del producto 49 x 7 = 343. Es decir, los 2 ultimos
digitos de la siguiente potencia son “43”. Si una potencia termina en “43”, entonces los 2
ultimos digitos de la siguiente potencia son exactamente los dos tultimos digitos del producto
43 x 7= 301. Es decir, los 2 tdltimos digitos de la siguiente potencia son “01”. Finalmente, si
una potencia termina en “01”, entonces los 2 iltimos digitos de la siguiente potencia son
exactamente los dos tltimos digitos del producto 01 x 7 = 07. Es decir, los 2 tltimos digitos de
la siguiente potencia son “07”. Por lo tanto, empezando con la primera potencia de 7, cada
cuatro potencias consecutivas de 7, sus respectivos dos ultimos digitos serdn 07, 49, 43 y 01.

Necesitamos determinar la cantidad de ciclos completos, dividiendo 2020 entre 4. Como
2020 = 4 = 505, hay 505 ciclos completos. Esto significa que 72°?° es la 1ltima potencia de 7 en
el ciclo 505, y por lo tanto termina en 01.

A continuacion, determinaremos los dos ultimos digitos de varias potencias de 6.
61 =06 | 62 = 36 | 6° = 216 | 6* = 1296 | 6° = 7776 | 65 = 46 656
67 =279936 | 63 =1679616 | 6° = 10077696 | 619 = 60466176 | 611 = 362797056

Observa que los dos tltimos digitos se repiten cada cinco potencias de 6 empezando con la
segunda potencia de 6. Este patron se puede justificar con un argumento similar al de las
potencias de 7. Entonces, 6'2 termina en 36, 6'% termina en 16, 6'* termina en 96, 6'° termina
en 76, 6!° termina en 56, y asf sucesivamente. Empezando con la segunda potencia de 6, cada
cinco potencias consecutivas de 6, sus dos tltimos digitos seran 36, 16, 96, 76 y 56.

Necesitamos determinar la cantidad de ciclos completos en 2020. Para ello primero restamos 1
para que 06 sea el primero de la lista, y luego dividimos 2020 — 1 (es decir 2019) entre 5. Como
2019 =+ 5 = 403 con residuo 4, hay 403 ciclos completos y % de otro ciclo. Como 403 x 5 = 2015,
62015+1 = 62016 o5 ]a tiltima potencia de 6 en el ciclo 403 y por lo tanto termina en 56.
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Los % de ciclo que nos faltan, nos dicen que el nimero 62°2° termina con el cuarto nimero en el
patrén, es decir 76. De hecho, sabemos que 62°!7 termina en 36, 62°'® termina en 16, 6201°
termina en 96, 62°2° termina en 76, y 62°?! termina en 56, porque eso serian los nimeros de
todo el ciclo 404.

Por lo tanto, 62°2° termina en 76.

Los dos tltimos digitos de la suma 62029 4- 72020 ge obtienen al sumar los dos tltimos digitos de

62020 y 72020 Por lo tanto, los tltimos dos digitos de la suma son 01 + 76 = 77.

Solucion 2

En la primera solucién, vimos que los dos ultimos digitos de las potencias de 7 se repiten cada
4 potencias consecutivas de 7. También vimos que los dos tltimos digitos de 6 se repiten cada
5 potencias consecutivas de 6.

Empecemos con la segunda potencia de tanto 7 como de 6. Sabemos que los dos ultimos
digitos de 72 son 49 y que los dos tltimos digiyos de 62 son 36. ;Cuando volverd a aparecer
esta combinacion de dos tltimos digitos? Los ciclos de potencias de 7 son de longitud 4
mientras que los ciclos de las potencias de 6 son de longitud 5.

El minimo comin multiplo de 4 y 5 es 20. Se sigue que 20 potencias después de la segunda
potencia, los dos ultimos digitos de las potencias de 7 y 6 tendran los mismos dos digitos que
tenfan la segunda potencia de cada uno. Esto significa que los dos tltimos digitos de 722 y 72
son iguales: 49. Y que los dos 1ltimos digitos de 6?2 y 62 son iguales: 36. La siguiente tabla
ilustra esta repeticion.

Potencias 72 73 74 75 76 77 78 79 710 711 712 713 714 715 716 717 718 719 720 721 722
Ultimos 2 digitos 49 43 01 07 49 43 01 o7 49 43 01 o7 49 43 01 o7 49 43 01 o7 49
Potencias 62 63 64 65 66 67 68 69 610 611 612 613 614 615 616 617 618 619 620 621 622
Ultimos 2 digitos 36 16 96 76 56 36 16 96 76 56 36 16 96 76 56 36 16 96 76 56 36

Como 2000 es multiplo de 20, sabemos que la potencia 72°*? termina en 49 y que 62°? termina
en 36.

Revisando hacia atrés el ciclo de los dos ultimos digitos de las potencias de 7, obtenemos que
72021 termina en 07 v que 72°2° termina en 01.

Revisando hacia atrés el ciclo de los dos ultimos digitos de las potencias de 6, obtenemos que
62021 termina en 56 y que 62°2° termina en 76.

Los ultimos dos digitos de la suma 62929 4 72020 ge obtienen al sumar los dos tltimos digitos de

62020 y 72020 Por lo tanto, los ultimos dos digitos de la suma son 01 + 76 = 77.




