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1.

Onas(i-1)=33-3:]
Par ailleurs,?)(g—%) :3~§:4.

REPONSE : (D)

On a 42? — 322 = 2. Lorsque x = 2, cette expression est égale a 4.
Par ailleurs, lorsque x = 2, on a 42?2 — 322 =4-22 - 3-22 =16 — 12 = 4.
REPONSE : (C)

Le volume d'un cube 1 x 1 x 1 est égal a 1.
Le volume d'un cube 2 x 2 x 2 est égal a 8.
Dongc, il faut 8 cubes 1 x 1 x 1 pour former un cube 2 x 2 x 2.
REPONSE : (E)

Pour qu’il y ait un nombre égal de bonbons de chaque couleur, il doit y avoir au plus 3 bonbons
rouges et au plus 3 bonbons jaunes (puisqu’il y a déja 3 bonbons bleus au départ).
Donc, Shuxin a mangé au moins 7 bonbons rouges et au moins 4 bonbons jaunes.
Cela signifie que Shuxin a mangé au moins 7 + 4 = 11 bonbons.
Remarquons que si Shuxin mange 7 bonbons rouges, 4 bonbons jaunes et 0 bonbon bleu, il y
aura bien un nombre égal de bonbons de chaque couleur.

REPONSE : (A)

Le carré PQRS est formé de 16 petits carrés isométriques.
Parmi les 16 petits carrés, 2 sont entierement ombrés et 8 sont a moitié ombrés.
Cela est équivalent a 2 + 8 - % = 2 4 4 = 6 petits carrés ombrés.
Donc, 1% = % du carré PQRS est ombré.
REPONSE : (E)

A Paide d’une calculatrice, v/15 ~ 3,87 et v/50 ~ 7,07.
Il y a 4 entiers entre ces nombres réels, soit 4, 5, 6 et 7.
On aurait également pu remarquer que les entiers entre v/15 et /50 correspondent aux valeurs
de y/n telles que n est un carré parfait entre 15 et 50. Il y a 4 carrés parfaits entre 15 et 50, soit
16, 25, 36, 49.

REPONSE : (B)

Solution 1

Lorsqu’une droite subit une réflexion par rapport a I’axe des ordonnées, son ordonnée a l’origine
ne change pas (puisqu’elle se trouve sur l’axe de symétrie) et sa pente est multipliée par —1.
Donc, la nouvelle droite (son image) a une pente de —3 et une ordonnée a l'origine de 6. Cette
droite a donc pour équation y = —3x + 6.

On pose y = 0, que 'on reporte dans ’équation de cette nouvelle droite pour obtenir son abscisse
a l'origine : 0 = —3x + 6 ou 3x = 6, d’'ou x = 2.

Solution 2
On pose y = 0, que 'on reporte dans I’équation de la droite initiale pour obtenir son abscisse a
l'origine : 0 = 3z + 6 ou 3z = —6, d’'ou z = —2.
Lorsqu’une droite subit une réflexion par rapport a ’axe des ordonnées, 1’abscisse a l'origine de
la nouvelle droite (son image) est le reflet de celle de la droite initiale dans ’axe des ordonnées.
Donc, x = 2.

REPONSE : (A)
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

D’apres les lois des exposants, 1000%° = (10%)2° = 10%°. Donc, n = 60.
REPONSE : (B)

Etant donné que O est le centre du cercle, alors OA = OB = OC.

Cela signifie que les triangles AOB et COB sont isoceles avec ZABO = Z/BAO = /BAC = 25°.

Donc, ZAOB = 180° — ZABO — Z/BAO = 130°.

Puisque 'angle AOC' est un angle plat, alors ZBOC = 180° — ZAOB = 180° — 130° = 50°.
REPONSE : (D)

Apres que David s’est assis, il y a 4 chaises sur lesquelles Pedro peut s’asseoir, dont 2 sont

adjacentes a la chaise sur laquelle David s’est assis.

Donc, la probabilité pour que Pedro soit assis a coté de David est égale a % ou %
REPONSE : (C)

Chacune des 4 lignes peut couper chacune des 3 autres lignes au maximum une fois.
Quoique cela semble produire 4 x 3 = 12 points d’intersection, chaque point d’intersection est

compté deux fois; une fois pour chacune des deux lignes.

413
X2 6.

Donc, le nombre maximum de points d’intersection est égal a

Dans la figure ci-dessous, on voit qu’il est possible d’avoir 6 points d’intersection :

REPONSE : (D)

Lorsqu’une liste de 5 nombres a, b, ¢, d, e est telle que a+b+c = ¢+ d+ e, alors il est également
vrai que a +b=d+e.
Avec la liste donnée de 5 nombres, il est probablement plus facile de trouver deux paires de
nombres, sans nombres en commun et ayant la méme somme, que de trouver deux triplets
partageant un nombre commun et ayant la méme somme.
En procédant par tatonnement, on constate que 6 + 21 = 10 + 17. Donc, la liste 6, 21, 5, 10, 17
a la propriété donnée; 5 est donc le nombre qui se trouve au milieu.
(Remarquons que ces deux paires sont les seules possibles, apres avoir permis I’échange des
nombres au sein de chaque paire et/ou des paires elles-mémes.)

REPONSE : (A)

On développe I'expression pour obtenir (z+m)(x+n) = 22 +nz+mz+mn = r?+(m+n)x+mn.
Le terme constant de cette expression quadratique est mn. Donc, mn = —12.
Puisque m et n sont des entiers, tous deux sont des diviseurs de —12 et donc de 12.
Parmi les choix de réponse, seul 5 n’est pas un diviseur de 12. Donc, m ne peut égaler 5.
On peut vérifier que chacun des quatre autres choix est une valeur possible de m.
REPONSE : (E)

Remarquons d’abord que le triangle AC'B a un angle droit et un angle de 60°. Donc, le triangle
ACB est un triangle remarquable 30°-60°-90°.

Puisque AB = /3, alors d’apres les rapports connus des longueurs des cotés, BC = 1 et AC = 2.
Ensuite, on remarque que le triangle ACE a deux angles de 45°. Dong, le triangle AC'E est un
triangle rectangle isocele.



Solutions du concours Fermat 2024 Page 4

15.

16.

Cela signifie que CE = AC = 2 et que ZACE = 90°.
De plus, AE = v/2AC = 2V/2.
En outre, puisque 'angle BC'D est un angle plat, alors

ZECD =180° — LACB — LZACE = 180° — 60° — 90° = 30°

Puisque le triangle C'E D a un angle droit et un angle de 30°, alors le triangle C'E'D est également
un triangle remarquable 30°-60°-90°.

Puisque C'E = 2, alors d’apres les rapports connus des longueurs des cotés, DE = 1 et CD = /3.
Donc, le périmetre de ABDFE est égal a

AB+BC+CD+DE+AE=V3+1+V3+14+2V2=2+2V2+2V3

REPONSE : (E)

Remarquons d’abord que 197 = 8 - 24 + 5.
Donc, 197 heures est équivalent a 8 jours et 5 heures.
Puisque la grand-meére d’Anila suit la méme routine chaque jour, alors dans 197 heures et 5
minutes, elle fera la méme chose que dans 5 heures et 5 minutes, soit du yoga.
REPONSE : (C)

Parmi les produits des rangées et des colonnes, seuls 135 et 160 sont divisibles par 5. Cela signifie
que 5 était 'entier dans la case située a la 2¢ rangée, 3° colonne.

Parmi les produits des rangées et des colonnes, seuls 21 et 56 sont divisibles par 7. Cela signifie
que 7 était 'entier dans la case située a la 1*® rangée, 1'® colonne.

Parmi les produits des rangées et des colonnes, seuls 108 et 135 sont divisibles par 9. Cela signifie
que 9 était 'entier dans la case située a la 2¢ rangée, 2¢ colonne.

Jusque-la, on a la grille suivante :

7 56
9 5 |135
48

21 108 160

Le produit de la 2° rangée est 135. Cela signifie que ’entier manquant est % =3.
Le produit de la 1™ colonne est 21. Cela signifie que I’entier manquant est % =1
La 3° rangée, dont le produit est 48, comprend donc 1 et deux autres entiers entre 1 et 9. La
seule paire de diviseurs complémentaires de 48 dont les valeurs sont inférieures a 10 est 48 = 6-8.

Puisque 8 n’est pas un diviseur de 108, alors N doit étre 6.
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17.

18.

19.

Donc, voici la grille complétée :

3 9 5 |135

21 108 160

REPONSE : (C)

Puisque b+ d > a + d, alors b > a. Cela signifie que a n’a pas la plus grande valeur.
Puisque ¢+ e > b+ e, alors ¢ > b. Cela signifie que b n’a pas la plus grande valeur.
Puisque b+ d = c et que b, ¢ et d sont tous positifs, alors d < c¢. Cela signifie que d n’a pas la
plus grande valeur.
Considérons 1’'équation a + ¢ = b+ e, ainsi que a < b < c.
Onae=c+ (a—b).
Puisque a < b, alors a — b est négatif. Donc, e < c.
Cela signifie que ¢ a la plus grande valeur.
REPONSE : (C)

Puisque 3z + 2y = 6, alors (3x + 2y)* = 6° ou 927 + 12y + 4y* = 36.
Puisque 922 + 4y* = 468, alors

122y = (927 4 122y + 4y*) — (92 + 4?) = 36 — 468 = —432

Donc, zy = % = —36.

(Avec un peu plus de travail, on peut trouver les solutions du systeme d’équations, soit
(xay) = <_479) et (x,y) = (67 _6))
REPONSE : (A)

Soit x, y et z les trois nombres obtenus lorsqu’on jette les trois dés.

Puisque chaque dé a six faces, alors il y a 6 -6 - 6 = 216 résultats possibles.

De plus, la somme, S, des trois dés est au moins 3-1 = 3 et au plus 3-6 = 18.

Les résultats < S > 5 » et « § <5 » sont complémentaires.

Donc, la probabilité de S > 5 est égale a 1 moins la probabilité de S < 5.

I1 est plus simple de calculer directement la probabilité de S < 5 en comptant les combinaisons
correspondantes.

Si S =3,alors z+y+z=3. Donc, (z,y,2) = (1,1,1).

Si S =4, alors x +y+ z=4. Donc, x, y et z sont 1, 1 et 2 dans un ordre quelconque. Donc,
(x,y,2) = (2,1,1) ou (1,2,1) ou (1,1,2).

SiS=05,alorsx+y+2z=05. Donc, z, y et zsont 1, 1, 3, ou 1, 2, 2, dans un ordre quelconque.
Il y a 3 arrangements dans chaque cas et donc 6 triplets en tout.

Donc, il y a 1+ 3+ 6 = 10 triplets tels que S < 5. Donc, la probabilité pour que S > 5 est égale
al— % ~ 0,954.

Parmi les choix de réponse, 0,95 est le choix le plus pres.

REPONSE : (B)
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20. Soit 7 le rayon du cylindre et h la hauteur du cylindre.

21.

Cela signifie que le volume du cylindre est égal & 7r2h et que le volume de la moitié du cylindre
est égal & Lmr?h.

De plus, le rayon du cone est égal a %r et la hauteur du cone est égale a h.

Cela signifie que le volume du cone est égal a %71’ (%T)Q h, soit 1—127r7“2h.

Lorsque le cone est divisé en deux parties par un plan horizontal situé a la moitié de sa hauteur,
la partie supérieure du cone est un cone ayant les mémes proportions, mais dont les dimensions
sont la moitié de celles du grand cone.

Cela signifie que le volume de la partie supérieure est égal a (%)3 = % de celui du cone, soit
& - 5mr?h ou gemr?h.
Sous un autre angle, remarquons que la partie supérieure du cone a une hauteur de %h et devrait

avoir un rayon de % %r (puisque le rayon diminue proportionnellement a la hauteur). Cela signifie

i ri 5 soal & Lr (L) . Lh soit Lar?
que le volume de la partie supérieure du cone est égal a 37 ( 4r) 5h, soit 967r;’ h.

D’apres cela, le volume de la partie inférieure du cone est égal a % . %mﬂ% = %m“?h.

Quand le cone est placé dans le cylindre et que ce dernier a de I'eau jusqu’a la moitié de sa
hauteur, le volume de la moitié¢ inférieure du cylindre est constitué de la partie inférieure du
cone et de l'eau.

Donc, le volume d’eau correspond a la différence entre la moitié du volume du cylindre et le

volume de la partie inférieure du cone, soit imr?h — Lwr?h = Bar?h — Larih = Har?h.

96 96 96 96
Lorsque le cone est retiré, ’eau occupe alors un cylindre de rayon r et de volume g—éﬂ'TQh.

Soit d la profondeur de I’eau dans cette configuration. Donc, 7r2d = 3—é7rr2h, d’ou d = %h. Cela

signifie que la profondeur de 'eau est 3—é de la hauteur du cylindre.
REPONSE : (B)

Puisque la deuxiéme colonne contient le nombre 1, alors I’étape (ii) n’a jamais été appliquée sur
la deuxieme colonne, sinon chaque nombre dans cette colonne serait d’au moins 2.

Pour obtenir les 1, 3 et 2 dans la deuxieme colonne, on doit donc avoir appliqué 'étape (i) 1 fois
sur la rangée 1, 3 fois sur la rangée 2 et 2 fois sur la rangée 3.

On a donc :
1 1 1
31313
2 12 ]2

I1 n’est pas possible d’appliquer I’étape (i) davantage, au risque de voir augmenter les nombres
dans la colonne 2. Donc, a =1+3+ 2 = 6.
Pour obtenir le tableau final & partir du tableau actuel en appliquant uniquement ’étape (ii), il
faut augmenter de 6 chaque nombre dans la colonne 1 (ce qui signifie appliquer 1’étape (ii) 3 fois)
et augmenter de 4 chaque nombre dans la colonne 3 (ce qui signifie appliquer 'étape (ii) 2 fois).
Donc, b=3+2=05.
Donc, a + b = 11.

REPONSE : 11



Solutions du concours Fermat 2024 Page 7

22.

23.

Remarquons que
ac+bd — ad — bc = ac —ad — bc + bd = a(c —d) — b(c —d) = (a — b)(c — d)

Puisque a, b, ¢ et d proviennent tous de 1’ensemble {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, alors a —b < 9, car
la différence maximale entre deux nombres quelconques de cet ensemble est 9.
De méme, ¢ —d < 9.
Donc, si a — b =9, alors on doit avoir a =10 et b = 1.
Dans ce cas, ¢ et d proviennent de 'ensemble {2,3,4,5,6,7,8,9}. Donc, c —d < 7.
Donc,sia—b=9,ona(a—>b)(c—d) <9-7=063.
Sia—b=28, alors soit a =9 et b=1, soit a =10 et b = 2.
Dans les deux cas, ¢ — d = 9 n’est pas possible, mais ¢ — d = 8 1'est.
Donc,sia—b=8,ona(a—b)(c—d) <8 -8=064.
Enfin, si a — b < 7, la restriction initiale que ¢ — d < 9 signifie que (a — b)(c —d) < 7-9 = 63.
Donc, la plus grande valeur possible de ac + bd — ad — bc est 64. Cela se produit, par exemple,
lorsque a =9, b=1,c=10et d = 2.

REPONSE : 64

Solution 1
Soit BE = AC =z et DE =y.
On prolonge le segment BC' jusqu’au point F' de maniere que BC' = DE = y.

A

120

E
B

Puisque BC' + DE = 288, alors BFF = BC + CF = BC + DFE = 288.
De plus, les triangles BED et AC'F sont isométriques (coté-angle-coté).
Donc,

/BAF = /BAC + ZACF = /BDE + /DBE = 90°

puisque DE et AC sont paralleles.
Ensuite, les triangles BED et BAF sont semblables car ils sont tous deux rectangles et partagent
un angle en B.

DE FA DE 12 120 - 12
it 28 =129 qon pp = 20120

BD ~ BF % 135 T 3%’ T

Donc,
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24.

Solution 2
Soit BE = AC =z et DE =y.
Puisque DFE + BC = 288, alors BC = 288 — y.

120

E
B

Remarquons que les triangles BED et BC' A sont semblables car ils sont tous deux rectangles et
partagent un angle en B.

BE BC | x 288—y
— = ——, 801t — =

DE AC Y x
On a donc 2% = y(288 — ), d’ott 2% = 288y — y* ou x? + y? = 288y.

De plus, d’apres le théoréme de Pythagore dans le triangle BED, on a 22 + y? = 120%.

Puisque 22 + y? = 288y et 22 + y? = 1202, alors 288y = 1202, d’ou 2-12-12 -y = 120 - 120 ou
2y = 10 - 10, soit y = 50.

Donc, DE = 50.

Donc,

REPONSE : 50

Dans cette solution, on utilise le principe suivant : si NV est un entier strictement positif avec
N > 1 et que sa factorisation premiere est p{'ps*---p (p1,pa, ..., Pm étant des nombres pre-
miers distincts et ag,as,...,a, étant des entiers strictement positifs), alors N admet
(I+a1)(1+ag)---(1+ a,) diviseurs positifs, y compris 1 et N.

On sait que N est un multiple positif de 2024.

On écrit 'entier 2024 en factorisation premiere : 2024 = 8 - 253 = 23 - 11 - 23.

Cela signifie que N a au moins 3 facteurs premiers (soit 2, 11 et 23) et qu’au moins 'un de ces
facteurs premiers a un exposant d’au moins 3.

Supposons que N admette D diviseurs positifs. On sait que 100 < D < 110.

Puisque D = (14a;1)(14+az) -+ (14+a,,) et que N a au moins 3 facteurs premiers, alors D est un
entier strictement positif que I'on peut exprimer sous la forme d’un produit d’au moins 3 entiers
strictement positifs, chacun étant supérieur a 2.

D ne peut égaler 101, 103, 107 ou 109, puisque ces nombres sont premiers et, par conséquent,
ne peuvent pas étre exprimés sous la forme d’un produit de trois entiers, chacun étant supérieur
ou égal a 2.

De plus, D ne peut égaler 106 car 106 = 2 - 53 (2 et 53 sont tous deux des nombres premiers).
Cela signifie que 106 ne peut pas étre exprimé sous la forme d’un produit de trois entiers, chacun
étant supérieur a 1.

Les valeurs possibles restantes de D sont 102, 104, 105, 108.

Remarquons que 102 = 2-3-17, que 104 = 23 .13, que 105 =3 -5-7 et que 108 = 2% . 33,

1%t cas : D =102

Puisque 2, 11 et 23 font partie des facteurs premiers de N, alors la factorisation premiere de
N comprend donc des termes de la forme 2%, 11° et 23, a, b et ¢ étant des entiers strictement
positifs avec a > 3.

Si la factorisation premiere de N comprenait également p°, alors D serait divisible par
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(1 +a)(1+0b)(1+c)(1+e). (D pourrait avoir un plus grand nombre de facteurs si N avait
plus de facteurs premiers.)

Puisque D = 102 = 2-3- 17 a seulement 3 facteurs premiers, on ne peut I’exprimer sous la forme
d’un produit de 4 entiers, chacun étant supérieur a 1.

Donc, N ne peut avoir un quatrieme facteur premier.

Cela signifie que N = 2%11°23¢, d’ot D = (1 +a)(1 +b)(1 +¢) =23 17.

Cela signifie que les valeurs de 1 +a, 1 +b et 14 ¢ sont 2, 3 et 17, dans un ordre quelconque, et
donc que celles de a, b et ¢ sont 1, 2 et 16, dans un ordre quelconque.

Pour minimiser la valeur de D, I'exposant le plus élevé est associé au plus petit facteur pre-
mier, le deuxieme plus grand exposant au deuxieme plus petit facteur premier et ainsi de suite.
(Voyez-vous pourquoi cela minimise la valeur de N ?)

Donc, dans ce cas, la plus petite valeur possible de N est N = 21611223! = 182 386 688.

2¢cas: D =105

En utilisant un argument semblable, on détermine que N = 2211°23¢. Cela signifie que les valeurs
del14+a,14+bet 1+ csont 3,5 et 7, dans un ordre quelconque, et donc que celles de a, b et ¢
sont 2, 4 et 6, dans un ordre quelconque.

Donc, dans ce cas, la plus petite valeur possible de N est N = 26114232 = 495 685 696.

3¢cas: D =104

Puisque D = 23 - 13 comprend 4 facteurs premiers, alors N ne peut avoir plus de 4 facteurs
premiers. (Si N avait 5 facteurs premiers ou plus, alors le produit égal & D comprendrait au
moins 5 entiers, chacun étant supérieur ou égal a 2.)

Donc, soit N = 2211°23¢ et D = (1 +a)(1 + b)(1 + ¢), soit N = 2911°23°¢, p étant un facteur
premier tel que p # 2,11,23 et D = (1 +a)(1 +b)(1 +¢)(1 +e).

Cela signifie que (1 +a)(1+b)(1+¢)=2%-13ou (1 +a)(1+b)(1+c)(1+e) =213,

Dans le cas ou N a trois facteurs premiers, we remarque que 104 = 26 -2 -2 = 13-4 - 2 sont
les deux seules manieres d’exprimer 104 sous la forme d’un produit de 3 entiers, chacun étant
supérieur ou égal a 2.

Donc, les valeurs minimales correspondantes de N sont N = 225 .11 .23 = 8489271296 et
N =212.11%.23 = 125390 848.

Dans le cas ou N a quatre facteurs premiers, alors (1 +a)(1 +b)(1+¢)(1 +¢) =2-2-2-13
signifie que a, b, c et e sont 1, 1, 1 et 12, dans un ordre quelconque.

Cela signifie a son tour que la plus petite valeur correspondante possible de N est

N =22.3.11-23 = 3108864

Remarquons que p¢ est devenu 3! afin de minimiser a la fois p (puisque p > 2) et son exposant.

4°cas : D = 108

Puisque D = 22 - 33 comprend 5 facteurs premiers, alors N ne peut avoir plus de 5 facteurs
premiers.

Si N avait 5 facteurs premiers, alors il faudrait que 1’on utilise la factorisation D =2-2-3-3- 3.
Cependant, cela n’est pas possible, car 2¢ doit avoir a > 3, ce qui signifie que 'un des cinq
facteurs de D devrait étre au moins égal a 4.

Si N a 4 facteurs premiers, alors D doit étre séparé en 9-3-2-2ouen6-3-3-2ouen4-3-3-3.
(Puisque deux des facteurs premiers doivent étre combinés, alors soit deux 2, soit deux 3, ou un
2 et un 3 sont combinés.)

On a donc les valeurs minimales de N = 28-32-11-23 = 582912 et N = 2°-3%.112-23 = 801 504
et N =23.32.112.23% = 4408 648.

Si N a 3 facteurs premiers, alors on doit utiliser I’'une des factorisations suivantes : D = 27-2-2
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25.

ouD=18-3-2ouD=12-3-3ouD=9-4-30uD=6-6-3.
Donc, les valeurs minimales correspondantes de N sont :

N =2%.11.23 =16978542592
N =2'7.11%.23 = 364773376
N =2".11%.23% = 131090 432
N =28.11%.232 = 180249 344
N =2°.11°.23% = 2726 271 328

Donc, dans les 4 cas, la valeur minimale possible de N est 582 912.
Les chiffres de 582912 ont une somme de 5 +8 +2+9+4 1+ 2 = 27.
REPONSE : 27

Soit a, = x et a,_1 = y, n étant un entier tel que n > 2.

On peut récrire I’équation a,, + a,,—1 = %\/m sous la forme x + y = g\/x_y

Puisque z > 0 et y > 0, alors en élevant chaque membre au carré, on obtient I’équation
équivalente (z + y)? = Lay.

On a donc les équations équivalentes suivantes :

(z+y)* = Fay
4(x? + 22y + y*) = 25y
4a* — 1Tzy + 4y* =0
(4 —y)(z—4y) =0

d’ott on a donc 4z = y ou = = 4y.

Revenons a la notation employée pour les suites. On sait désormais que 4a, = a,_; (c’est-a-dire
que a, = %an_l) ou que a, = 4a,_1.
Autrement dit, chaque terme de la suite peut étre obtenu a partir du terme précédent soit en

multipliant par 4, soit en divisant par 4.
a 1024
On sait que a; = 4 et que a;; = 1024. Remarquons que L 4 = 256 = 4%,
ay
On peut considérer que I'on se déplace le long de la suite de a; a a;; en effectuant 10 < opérations >,

chacune d’entre elles étant soit une multiplication par 4, soit une division par 4.

S’il y a m opérations dans lesquelles on multiplie par 4 et 10 — m opérations dans lesquelles on

= 4% ou 4?10 = 44 d’ott 2m — 10 = 4. Donc, m = 7.

divise par 4, alors 10—

Autrement dit, la suite comporte 7 opérations de multiplication par 4 et 3 opérations de division
par 4.

Ces opérations définissent entierement la suite.

Le nombre de suites possibles, S, correspond au nombre de manieres dont on peut arranger ces

10
10 opérations, ce qui équivaut a ( 5 )

(Pour celles et ceux qui ne sont pas familieres ou familiers avec la notation combinatoire, il est

également possible de compter les arrangements.)
10-9-8
Donc, S = ———— =5-3-8 = 120. Les deux chiffres les plus a droite de S sont 20.

REPONSE : 20
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1.

On a 0,3 + 0,03 = 0,33.
REPONSE : (D)

Puisque 3 + x = 5, alors z = 2.
Puisque —3 4+ y = 5, alors y = 8.
Donc, z +y = 10.
On aurait également pu additionner les 2 équations initiales pour obtenir (3+x)+(—3+y) = 5+5
oux +y = 10.
REPONSE : (E)

Lorsque x = 2, on obtient 222 + 322 = 522 =5-22 = 5.4 = 20.
REPONSE : (E)

Il y a 60 minutes dans une heure et 24 heures dans une journée.

Il y a donc 60 - 24 = 1440 minutes dans une journée.

Puisqu’il y a 7 jours dans une semaine, le nombre de minutes dans une semaine est égal a
7 - 1440 = 10 080.

Parmi les choix de réponse, le choix (C) 10000 est celui qui est le plus pres de 10 080.
REPONSE : (C)

En utilisant la regle donnée, I'entier que 1’on obtiendra comme sortie est 2x 04+2x3 = 0+6 = 6.
REPONSE : (D)

Puisqu’il y a 3 portes et 2 choix de couleurs pour chaque porte, il y a 23 = 8 facons de peindre
les trois portes.
Soit <« N > une porte peinte en noir et < B » une porte peinte en bleu. On peut peindre les trois

portes des huit fagons différentes suivantes : NNN, NNB, NBN, NBB, BNN, BNB, BBN et BBB.
REPONSE : (A)

Comme les boites de jus sont vendues en paquets de 3, Daniel doit acheter au moins 6 paquets
de jus pour les 17 joueurs. (Si Daniel achetait 5 paquets de jus, il aurait 15 boites de jus (ce qui
n’est pas suffisant) tandis que s’il achetait 6 paquets de jus, il aurait 18 boites de jus.)

Comme les pommes sont vendues en sacs de 5, Daniel doit acheter au moins 4 sacs de pommes.
(Remarquons que 3-5 = 15 n’est pas un nombre suffisant de pommes tandis que 4-5 = 20 'est.)

Donc, le montant minimum que Daniel doit dépenser est égal &4 6 -2,00 $ + 4 -4,00 $ = 28,00 $.
REPONSE : (B)

30 km

Puisque Bri roule a 15 km/h, elle terminera le trajet de 30 km en ——— =2 h.
15 km/h
: . R . . . 30 km
Puisqu’Ari roule & 20 km/h, il terminera le trajet de 30 km en ——— =15 h.
20 km/h

Donc, Bri terminera le trajet 0,5 h apres qu’Ari ’ait terminé, ce qui correspond a 30 minutes.
REPONSE : (C)

Au total, les trois réservoirs contiennent 3600 L + 1600 L + 3800 L = 9000 L.

Si l'eau est répartie également entre les trois réservoirs, chacun des réservoirs contiendra
% -9000 L = 3000 L.

Donc, il faut pomper et transvaser 3600 L — 3000 L = 600 L d’eau du réservoir A au réservoir B.
(Remarquons qu’il faut également pomper et transvaser 800 L d’eau du réservoir C au réservoir B

afin que chaque réservoir contienne le méme volume d’eau.)
REPONSE : (B)
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10.

11.

12.

13.

14.

Supposons que AB = x avec x > 0.
Puisque AB : AC =1:5, alors AC = 5.
Cela signifie que BC = AC' — AB = 5x — x = 4x.
Puisque BC' : CD =2:1 et que BC = 4z, alors C'D = 2x.
A B C D

X 4x 2x

Donc, AB:CD =x:2x=1:2.
REPONSE : (B)

Supposons que Mathilde avait m pieces au début du mois dernier et que Salah avait s pieces au
début du mois dernier.

100
D’apres I’énoncé, 100 est 25 % de plus que m. Donc, 100 = 1,25m, d’ott on a donc m = 125 = 80.
< 1oz , . . 100
D’apres I’énoncé, 100 est 20 % de moins que s. Donc, 100 = 0,80s, d’ott on a donc s = 080 = 125.

Donc, au début du mois dernier, Mathilde et Salah avaient m+s = 804125 = 205 pieces en tout.
REPONSE : (E)

L’aire d'un rectangle ayant une longueur de 8 cm et une largeur de 7 cm est égale & 87 cm?.
Soit r cm le rayon du demi-cercle.

L’aire d’un cercle de rayon r cm est égale & mr? cm?. Donc, l'aire du demi-cercle est égale a

%7’(’7"2 cm2.

Puisque le rectangle et le demi-cercle ont la méme aire, alors
r? = 16.
Puisque r > 0, alors r = 4. Donc, le demi-cercle a un rayon de 4 cm.

1

271'7“2 = 87, d'ott mr? = 167 ou

REPONSE : (B)

Les deux termes du membre de gauche de 'équation a(x + 2) + b(z + 2) = 60 ont = + 2 comme
facteur commun.
Donc, on peut récrire 1'équation de la maniere suivante : (a 4 b)(z + 2) = 60.
Lorsque a + b = 12, on obtient 12 - (z + 2) = 60, d'ou x +2 =5 ou = = 3.
REPONSE : (A)

La droite ayant une pente de 2 et une ordonnée a l'origine de 6 a pour équation y = 2x + 6.

Pour déterminer son abscisse a l'origine, on pose y = 0 et on obtient 0 = 2z + 6 ou 2x = —6,
d’ou z = —3.

La droite ayant une pente de —4 et une ordonnée a l’origine de 6 a pour équation y = —4x + 6.
Pour déterminer son abscisse a 'origine, on pose y = 0 et on obtient 0 = —4x 4+ 6 ou 4z = 6,
donz=29=3

Donc, les abscisses a l'origine des droites ont pour coordonnées (—3,0) et (£,0) et la distance

: : 5 3 : foaln 6 13 9
entre ces deux points est égale a 3 + 3, ce qui est égal a 5 + 5 ou 3.

REPONSE : (E)
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15.

16.

Le 1¢* terme de la suite est 16.

Puisque 16 est pair, le 2¢ terme de la suite est % -164+1=09.
Puisque 9 est impair, le 3¢ terme de la suite est %(9 +1)=5.
Puisque 5 est impair, le 4° terme de la suite est %(5 +1)=3.
Puisque 3 est impair, le 5¢ terme de la suite est %(3 +1)=2.
Puisque 2 est pair, le 6° terme de la suite est % 24 1=2.

L’étape précédente démontre que lorsqu’'un terme est égal a 2, le terme suivant sera également
égal a 2.
Donc, les termes restants de cette suite sont tous 2.
Donc, le 101¢ terme de la suite est 2.
REPONSE : (B)

Dans 'arrangement donné, on voit quatorze 0 et onze 1.

Lauriane peut choisir n’importe quelle rangée ou colonne pour retourner les 5 cartes. De plus,
la rangée ou la colonne que Lauriane choisit peut contenir entre 0 et 5 des cartes portant des
nombres différents sur les deux faces.

Sur les 5 rangées et 5 colonnes, 3 contiennent quatre 0 et un 1, 2 contiennent trois 0 et deux 1
et 5 contiennent deux 0 et trois 1.

Cela signifie que le nombre de zéros ne peut pas diminuer de plus de 4 lorsque les cartes d’une
rangé ou d’une colonne sont retournées, puisque le seul moyen pour que le nombre de zéros
diminue de 5 est que les cinq cartes de la rangée ou de la colonne portent toutes un 0 sur la face
supérieure et un 1 sur la face inférieure.

Par conséquent, il ne peut y avoir 14 — 5 = 9 zéros apres que Lauriane ait retourné les cartes, ce
qui signifie que le rapport ne peut pas étre 9 : 16, soit le choix (C).

Par souci d’exhaustivité, on va démontrer que les autres rapports sont effectivement possibles.
Si Lauriane choisit la premiere colonne et si cette colonne comprend 3 cartes qui portent chacune
un 1 sur les deux faces et 2 cartes qui portent chacune un 0 sur une face (sur la face supérieure)
et un 1 sur 'autre face, alors en retournant les cartes de cette colonne on obtient 14 — 2 = 12
zéros et 11 + 2 = 13 uns.
Dong, le rapport 12 : 13 (choix (A)) est possible.
Si Lauriane choisit la cinquieme colonne et si cette colonne comprend une carte qui porte un 1
sur les deux faces et 4 cartes qui portent chacune un 0 sur une face (sur la face supérieure) et
un 1 sur 'autre face, alors en retournant les cartes de cette colonne on obtient 14 — 4 = 10 zéros
et 11 +4 = 15 uns.
Donc, le rapport 10 : 15 =2 : 3 (choix (B)) est possible.
Si Lauriane choisit la premiere colonne et si chacune des quatre premieres cartes de cette colonne
porte le méme nombre sur les deux faces et que la derniere carte de la colonne porte un 1 sur la
face supérieure et un 0 sur la face inférieure, alors en retournant les cartes de cette colonne on
obtient 14 + 1 = 15 zéros et 11 — 1 = 10 uns.
Donc, le rapport 15 : 10 = 3 : 2 (choix (D)) est possible.
Si Lauriane choisit la premiere colonne et si les premiere, quatrieme et cinquieme cartes de cette
colonne portent chacune les mémes nombres sur les deux faces et que les deuxieme et troisieme
cartes portent chacune un 1 sur la face supérieure et un 0 sur la face inférieure, alors en retournant
les cartes de cette colonne, on obtient 14 + 2 = 16 zéros 11 — 2 = 9 uns.
Dong, le rapport 16 : 9 (choix (E)) est possible.
Dong, le rapport 9 : 16, soit le choix (C), est le seul rapport impossible.

REPONSE : (C)
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17.

18.

On détermine d’abord les facteurs premiers de 1184 :
1184 =12-592 = 22.296 = 2° . 148 = 2" - 74 = 2° . 37

Les diviseurs positifs de 1184 peuvent uniquement contenir 2 et 37 comme facteurs premiers et
ne peuvent contenir plus de 5 facteurs 2 ou 1 facteur 37.
Donc, les diviseurs positifs sont

1,2,4,8,16, 32,37, 74, 148, 296, 592, 1184

(Parmi ces diviseurs, les cing premiers ont 0 facteur 37 et 0 a 5 facteurs 2, tandis que les cing
derniers ont 1 facteur 37 et 0 a 5 facteurs 2.)
La somme, S, de ces diviseurs est égale a

S=14+2+4+4+8+16+32+37+ 74+ 148 + 296 + 592 + 1184
=(1+24+4+8+16+32)+37-(1+2+4+8+ 16 + 32)
— (142+4+8+16+32)-(1+37)
=63 -38
= 2394
REPONSE : (A)

Chaque groupe de quatre sauts amene la sauterelle a se déplacer de 1 cm vers 'est et de 3 cm

vers 1'ouest, ce qui équivaut a 2 cm vers 'ouest, et de 2 cm vers le nord et de 4 cm vers le sud,

ce qui équivaut a 2 cm vers le sud.

En d’autres termes, on peut voir que chaque groupe de quatre sauts, en commencant par le

premier, entraine un déplacement net de 2 cm vers I'ouest et de 2 ¢cm vers le sud.

Remarquons que 158 = 2 x 79.

Donc, apres 79 groupes de quatre sauts, la sauterelle se trouve a 79 x 2 = 158 cm a 'ouest et

158 ¢m au sud de sa position initiale.

La sauterelle a fait 4 x 79 = 316 sauts jusqu’a présent.

Apres le 317¢ saut (1 cm vers l'est), la sauterelle se trouve a 157 cm a l'ouest et 158 cm au sud

de sa position initiale.

Apres le 318° saut (2 cm vers le nord), la sauterelle se trouve a 157 cm a l'ouest et 156 cm au

sud de sa position initiale.

Apres le 319° saut (3 cm vers l'ouest), la sauterelle se trouve a 160 cm a 'ouest et 156 cm au

sud de sa position initiale.

Apres le 320° saut (4 cm vers le sud), la sauterelle se trouve a 160 cm a 1'ouest et 160 cm au sud

de sa position initiale.

Apres le 321° saut (1 cm vers l'est), la sauterelle se trouve a 159 ¢cm a l'ouest et 160 cm au sud

de sa position initiale.

Apres le 322¢ saut (2 cm vers le nord), la sauterelle se trouve a 159 cm a l'ouest et 158 cm au

sud de sa position initiale.

Apres le 323° saut (3 cm vers l'ouest), la sauterelle se trouve a 162 cm a l'ouest et 158 cm au

sud de sa position initiale, ce qui correspond a la position souhaitée.

A mesure que la sauterelle continue de sauter, chacune de ses positions sera toujours située au

moins 160 cm au sud de sa position initiale. On voit donc que ceci est la seule fois qu’elle se

trouvera a cette position.

Donc, n = 323. La somme des carrés des chiffres de n est égale 4 324+ 22 +32 =9 +4 4+ 9 = 22.
REPONSE : (A)
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19.

20.

Si z et y vérifient 222 4+ 8y = 26, alors 22 + 4y = 13, d’olt 4y = 13 — 22
Puisque z et y sont des entiers, alors 4y est pair, d’ot1 13 — 22 est donc pair, ce qui signifie que
 est impair.
Puisque z est impair, on peut écrire x = 2q + 1, ¢ étant un entier quelconque.
Donc, 4y =13 — 22 =13 — (2 + 1)? =13 — (4¢®> + 4q + 1) = 12 — 4¢*> — 4q.
Puisque 4y = 12 — 4¢* — 4q, alors y = 3 — ¢* — q.
Donc, v —y = (2¢+1) — (3—¢*> —q) = ¢* + 3¢ — 2.
Lorsque ¢ = 4, on obtient x —y =¢* +3¢ —2=4>4+3-4 -2 = 26.
Remarquons également que lorsque ¢ =4, x =2g+1 =9 et y = 3 — ¢*> — ¢ = —17, ce qui vérifie
2?2 + 4y = 13.
On peut aussi vérifier qu’il n’existe aucun entier ¢ tel que ¢* + 3¢ — 2 soit égal & I'un de —8,
—16, 22 ou 30. (Par exemple, si ¢*> + 3¢ — 2 = —16, alors ¢*> + 3¢ + 14 = 0 et cette équation
quadratique n’admet aucune solution entiére)

REPONSE : (B)

Si n! se termine par exactement m zéros, alors n! est divisibe par 10™ mais n’est pas divisible
par 10™*1. (Si n! était divisible par 10™*!, alors n! se terminerait par au moins m + 1 zéros.)
Dans ce cas, on peut écrire n! = 10™ - ¢, ¢ n’étant pas divisible par 10. Cela signifie que ¢ n’est
pas divisible par 2 ou n’est pas divisible par 5 ou les deux.

Puisque 2 < 5, alors lorsque n > 2, le produit n! =1-2-3-----(n — 1) - n comprend plus de
multiples de 2 que de multiples de 5 parmi les n entiers dans son produit. Donc, n! comprend
plus de facteurs 2 que de facteurs 5.

Cela signifie que si n! se termine par exactement m zéros, alors n! = 10™ - ¢, ¢ n’étant pas
divisible par 5. Donc, n! se termine par un nombre de zéros qui est exactement égal au nombre
de facteurs 5 dans la factorisation premiere de n!.

On remarque également qu’a mesure que n augmente, le nombre de zéros a la fin de n! ne diminue
jamais puisque le nombre de facteurs 5 demeure constant ou augmente a mesure que n augmente.
Pour n =1 a n =4, le produit n! comprend 0 multiple de 5. Donc, n! se termine par 0 zéros.
Pour n =5 an =9, le produit n! comprend 1 multiple de 5 (& savoir 5), donc n! se termine par
1 zéro.

Pour n = 10 a n = 14, le produit n! comprend 2 multiples de 5 (a savoir 5 et 10), donc n! se
termine par 2 zéros.

Pour n = 15 a n = 19, le produit n! comprend 3 multiples de 5 (a savoir 5, 10 et 15), donc n! se
termine par 3 zéros.

Pour n = 20 a n = 24, le produit n! comprend 4 multiples de 5 (a savoir 5, 10, 15 et 20), donc
n! se termine par 4 zéros.

Pour n = 25 a n = 29, le produit n! comprend 5 multiples de 5 (a savoir 5, 10, 15, 20 et 25) et
comprend 6 facteurs 5 (puisque 25 contribue 2 facteurs 5), donc n! se termine par 6 zéros.
Pour n = 30 a n = 34, n! se termine par 7 zéros. Pour n = 35 a n = 39, n! se termine par 8
76ros.

Pour n = 40 a n = 44, n! se termine par 9 zéros. Pour n = 45 a n = 49, n! se termine par 10
Z€10S.

Pour n = 50 a n = 54, n! se termine par 12 zéros, puisque le produit n! comprend 10 multiples
de 5, dont deux comprennent 2 facteurs 5.

Pour n =55 a n = 74, n! se termine par 13, 14, 15, 16 zéros a mesure que n augmente.

Pour n =75 an =79, n! se termine par 18 zéros.

Pour n =80 a n = 99, n! se termine par 19, 20, 21, 22 zéros a mesure que n augmente.

Pour n =100 a n = 104, n! se termine par 24 zéros.

Pour n = 105 a n = 124, n! se termine par 25, 26, 27, 28 zéros.
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21.

22.

Pour n = 125, n! se termine par 31 zéros puisque 125 comprend 3 facteurs 5, donc 125! se termine
par 3 zéros de plus que 124!.

Parmi les entiers m avec 1 < m < 30, il n’y a aucune valeur de n pour laquelle n! se termine
par m zéros lorsque m = 5,11,17, 23,29, 30. Cela signifie que 30 — 6 = 24 des valeurs de m sont

possibles.
REPONSE : (D)

D’apres les données de I’énoncé, si a et b se trouvent dans deux carrés consécutifs, alors a + b se
trouve dans le cercle qui les sépare.

Comme tous les entiers que 'on peut utiliser sont positifs, alors a + b est supérieur a a et a b.
Cela signifie que le plus grand entier de la liste, soit 13, ne peut étre ni x ni y (et ne peut étre
placé dans un carré) car 'entier dans le cercle a c6té doit étre inférieur a 13 (qui est le plus grand
entier de la liste) et ne peut donc pas étre égal a la somme de 13 et d’un autre entier positif de
la liste.

Donc, pour que la valeur de x 4 y soit aussi grande que possible, il faudrait que x et y soient
égaux a 10 et 11 dans un certain ordre. Or, on est confronté au méme probleme : il n’y a qu’'un
seul entier de la liste supérieur a 10 et a 11 (soit 13) qui pourrait aller dans les cercles a coté de
10 et 11 ; cependant, puisque chaque entier ne peut étre utilisé qu’une seule fois, alors les cercles
a coté de 10 et 11 ne peuvent contenir tous deux ’entier 13.

Donc, la plus grande valeur possible de = 4 y se produit lorsque z = 9 et y = 11 (ou lorsque
y=9et x=11).

Dans ce cas, on pourrait avoir 13 = 11+2 et 10 = 941, d’ou on aurait la liste partielle suivante :

JOHOOOMN®E

Afin de remplir les conditions du probleme, les entiers restants (4, 5 et 6) peuvent étre placés
dans les cercles et les carrés de la manieére suivante :

JOHOHOO®E

On voit donc que la plus grande valeur possible de x + y est 20.

REPONSE : 20

Solution 1
On manipule I’équation donnée pour obtenir
11
Tty T ;

vy =(r+y)y— (r+y)r  (en multipliant par zy(z + y))
:vy:xy+y2—x2—a:y
oy —yt=0

—+-—1= (en divisant par y?, dont la valeur est non-nulle)

Id Id \ x
t étant égal a —.
)

Puisque z > 0 et y > 0, alors ¢t > 0. A Daide de la formule quadratique,

o —1£ /12 —4(1)(-1) _ —1++5
2

2
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5—1
Puisque t > 0, alors o t= \/_2 .
Y
Donc,
2
y _ \/5 -1
x V5—1
B \/5 2(v5 + 1)
V5 - 1><xf +1)
_ \/5 -1, f+ 1)
B 4
_ <\/5— Lo Vo4 1)
= (v5)?
=5
Solution 2
Puisque z,y > 0, les équations suivantes sont équivalentes :
111
r+vy oz Y
1_x+y_x+y
== y
LT, YTy
xr T Yy y
1=1+2-2 1
r Yy
1=4_7
r Yy
1=*_Y
Yy
Donc,

Y T y2 IZ
$2 y2
:E+2+P
372 y2
2 x 2
Yy Yy T x
2
Yy x
= (-1)*+4
=5

+4

REPONSE : 05
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23. On exprime un entier n (100 < n < 999) sous la forme n = 100a + 100 + ¢, a, b et ¢ étant des
chiffres.
Autrement dit, n a a pour chiffre des centaines, b pour chiffre des dizaines et ¢ pour chiffre des
unités.
Pour chaque tel entier n, on a s(n) =a+ b+ c.
On veut compter le nombre de tels entiers n avec 7 < a+ b+ ¢ < 11.
Lorsque 100 <n <999, on sait que 1 <a <9, que 0 <b<9et que 0 <c<9.

On compte d’abord le nombre de n avec a +b+c=7.

Sia=1, alors b+ c¢ = 6 et il y a 7 paires de valeurs possibles de b et de c. Ces paires sont
(b,c) =(0,6),(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1),(6,0).

Sia=2 alors b+c=>5et il y a6 paires de valeurs possibles de b et de c.

De méme, lorsque a = 3,4,5,6,7, il y a respectivement 5, 4, 3, 2, 1 paires de valeurs possibles
de b et c.

Autrement dit, le nombre d’entiers n avec a+b+c="Test égal a T+6+5+4+3+2+1=28.

En utilisant le méme processus, on peut déterminer que le nombre de tels entiers n avec s(n) = 8
est égal a 8+ 7+ 6+5+4+3+2+1=36 et que le nombre de tels entiers n avec s(n) =9 est
égal a 9+8+7+6+5+4+3+2+1=45.

On doit étre plus prudents en comptant le nombre d’entiers n avec s(n) = 10 et s(n) = 11, car
aucun des chiffres ne peut étre supérieur a 9.

Considérons les entiers n avec a + b + ¢ = 10.

Sia=1,alors b+ c =9 etilya 10 paires de valeurs possibles de b et de ¢. Ces paires sont
(b,c) =(0,9),(1,8),...,(8,1),(9,0).

Sia=2 alors b+ c=28et il y a9 paires de valeurs possibles de b et de c.

A mesure que a augmente de 1 a 9, on trouve qu’ily a 10 +9+4+8+7+6+54+4+3+2 =54
tels entiers n.

(Remarquons que lorsque a = 9, on a b+c¢ = 1 et il y a 2 paires de valeurs possibles de b et de ¢.)
Enfin, on considere les entiers n avec a + b+ ¢ = 11.

Sia=1,alors b+ c¢ =10 et il y a 9 paires de valeurs possibles de b et de ¢. Ces paires sont
(b,e) =(1,9),(2,8),...,(8,2),(9,1).

Sia=2 alors b+ c=9etil ya 10 paires de valeurs possibles de b et de c.

Sia=3, alors b+ c=28et il y a9 paires de valeurs possibles de b et de c.

En continuant de cette fagon, on trouve qu’ily a 9+10+9+84+7+6+5+ 4+ 3 = 61 tels
entiers n.

Ayant considéré tous les cas, on voit que le nombre de tels entiers n est égal a
S =28+436+45+ 54+ 61 =224

Donc, 'entier formé par les deux chiffres les plus a droite de S est 24.
REPONSE : 24
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24. Solution 1
Supposons que AB = z, que BC' =y, que CD = z et que DA = 7. (On peut attribuer cette
longueur de 7 a n’importe lequel des cotés de ABCD.)
On sait que z, y et z sont des entiers.
Puisque ABCD a un périmetre de 224, onaxz+y+2+7=224ouz +y+ z = 217.
On joint B et D.

L’aire de ABCD est égale a la somme des aires des triangles DAB et BC'D.

Puisque ces triangles sont rectangles, alors 2205 = % -DA-AB + % -BC - CD.

On multiplie par 2 pour obtenir 4410 = 7x + yz.

Enfin, remarquons également qu’en utilisant deux fois le théoreme de Pythagore, on obtient

DA? + AB?> = DB? = BC? + CD?

d’on 49 + 2% = y? + 22,

On doit déterminer la valeur de S = 2% + y? + 22 + 7%

Puisque = +y + 2z = 217, alors x = 217 —y — 2.

Lorsqu’on reporte x = 217 — y — z dans I'équation 4410 = 7x + yz, on obtient successivement :

4410 = Tz + yz

4410 =7T(217 —y — 2) + y=z
4410 = 1519 — Ty — 7z + yz
2801 =yz — Ty — 7z

2801 =y(z—7)— 7z

2891 = y(z —7) — Tz + 49 — 49
2940 =y(z —7) = T(z—T)
2940 =(y —7)(z —17)

Donc, y — 7 et z — 7 forment une paire de diviseurs complémentaires positifs de 2940. (Puisque
leur produit est positif, ils sont soit tous deux positifs, soit tous deux négatifs. Puisque y et z
sont positifs, si y — 7 et z — 7 sont tous deux négatifs, on aurait 0 <y < 7et 0 < 2z <7, ce qui
n’est pas assez grand pour que 1'on puisse obtenir une valeur admissible de z.)
On remarque que y + z = 217 — z, donc y + z < 217, ce qui signifie que (y —7) 4+ (z — 7) < 203.
Puisque

2940 =20 -147=2%-5-3- 7

alors les diviseurs de 2940 sont les entiers strictement positifs de la forme 27 - 3° - 5! - 7% avec
0<r<2,0<s<1,0<t<let0<u<?2
Donc, ces diviseurs sont

1,2,3,4,5,6,7,10,12,14, 15, 20, 21, 28, 30, 35, 42, 49,

60,70, 84,98, 105, 140, 147, 196, 210, 245, 294, 420, 490, 588, 735, 980, 1470, 2940
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On peut supprimer de cette liste les paires de diviseurs complémentaires dont la somme est
supérieure a 203. On a donc la liste :

20,21, 28, 30, 35, 42,49, 60, 70, 84, 98, 105, 140, 147

Cela signifie qu’il reste 7 paires de diviseurs a considérer. On peut supposer que y < z. En utilisant
le fait que z 4+ y + z = 217, on peut isoler x dans chaque cas. Ces valeurs de x, y et z satisferont
les conditions du périmetre et de l'aire, mais on doit vérifier la condition pythagoricienne. On
dresse le tableau suivant :

y—T7z=7ly | 2z |z=21T—y—z|9y>+2%2—2?

20 147 | 27 | 154 36 23149

21 140 | 28 | 147 42 20629

28 105 [ 35| 112 70 8869

30 98 | 37105 75 6769

35 84 42| 91 84 2989

42 70 |49 | 77 91 49

49 60 |56 | 67 94 —1211

Puisqu’il faut que y? + 22 — 2% = 49, alors on doit avoir y = 49 et z = 77 et x = 91.
Cela signifie que S = 22 + 9% + 22 + 7% = 912 + 492 + 77> + 7* = 16 660.
Donc, I'entier formé par les deux chiffres les plus a droite de S est 60.

Solution 2

Comme dans la Solution 1, on a z +y + z = 217 et 4410 = Tz + yz et 2% + 49 = y* + 2°.

En réécrivant et en élevant au carré la premiere équation et en utilisant les deuxieme et troisieme
équations, on obtient

y+z2=217—=x
y? 4 22 + 29z = % — 434z + 2177
(2% 4 49) + 2(4410 — Tx) = 2 — 4342 + 217°
49 4 8820 — 14z = —434x + 2172
4202 = 217* — 8820 — 49
420z = 38220
r =91

Donc, y + 2z =217 — 91 = 126 et yz = 4410 — 7- 91 = 3773.
On a donc, y(126 — y) = 3773, d’on y* — 126y + 3773 = 0 ou (y — 49)(y — 77) = 0.
Donc, y = 49 (ce qui signifie que z = 77) ou y = 77 (ce qui signifie que z = 49).
On remarque que y? + 22 = 492 4+ 772 = 8330 = 912 + 7* = 2% + 7% ce qui vérifie I’équation
restante.
Cela signifie que S = 22 + 9% + 22 + 7% = 912 + 492 + 77> + 7* = 16 660.
Donc, l'entier formé par les deux chiffres les plus a droite de S est 60.
REPONSE : 60
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25. Toutes longueurs et aires présentées dans cette solution sont, respectivement, en metres et en
metres carrés. Par souci de simplicité, les unités ont été omises.
Soit ABC'D la face carrée supérieure du cube. Soit O le centre de ABCD.
Puisque les arétes du cube ont une longueur de 4, alors les cotés du carré ABC'D ont également
une longueur de 4.
Cela signifie que la distance entre le centre O et chacun des cotés du carré ABCD est égale
a 2. Donc, la distance entre le centre O et chacun des sommets du carré ABCD est égale a

VT2 = .

A B

Les sommets de ABC'D sont les points les plus éloignés de O.
Puisque v/8 ~ 2,8, alors 'extrémité libre de la corde de longueur 5 peut atteindre tout point
situé sur ABC'D, dont 'aire est égale a 16.

Ensuite, la corde ne peut pas atteindre la face inférieure du cube car la distance la plus courte
le long de la surface du cube de O a la face inférieure est égale a 6. Or, la corde a une longueur
de 5. On va confirmer cela d’'une autre maniére sous peu.

De plus, comme la corde est ancrée au centre de la face supérieure et que toutes les faces sont
carrées, la corde peut atteindre la méme surface sur chacune des quatre faces latérales.

Soit a l'aire de 'une des faces latérales que la corde peut atteindre. Puisque la corde peut
atteindre tout point situé sur la face supérieure du cube, alors 'aire totale que la corde peut
atteindre est égale a 16 + 4a.

On doit donc déterminer la valeur de a.

Soit le carré ABEF 'une des faces latérales du cube. Comme on I’a indiqué précédemment, les
carrés qui forment les faces du cube ont des cotés de longueur 4. Considérons la figure créée par le
carré ABCD et le carré ABEF. On peut considérer celle-ci comme étant un < dépliement > d’une
partie du cube.

D 4 C
(0]
VAR

/ \

A————{B
/ \
/ \
/ M \

F E

Lorsque la corde est tendue, son extrémité libre trace sur le carré ABEF un arc de cercle de
centre O et de rayon 5.

Remarquons que sur le carré ABEF, le point le plus bas que la corde peut atteindre est situé a
une distance de 3 du coté AB puisque le point O ou la corde est ancrée est situé a une distance
de 2 du coté AB. Cela confirme que la corde ne peut pas atteindre la face inférieure du cube
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puisqu’il faudrait qu’elle puisse traverser le coté F'E pour ce faire.

Supposons que cet arc coupe AF en P et coupe BE en ().

On doit déterminer la partie de l'aire du carré ABEF qui est située au-dessus de 'arc PQ (soit
la région ombrée). Comme on ’a indiqué précédemment, a représente 1'aire de cette région.

On va calculer la valeur de a en déterminant I'aire du rectangle ABQP et en y ajoutant l'aire
de la région comprise entre I’arc de cercle et le segment de droite PQ).

On va calculer l'aire de la région comprise entre 'arc de cercle et le segment de droite P(Q) en
déterminant I'aire du secteur O PQ et en soustrayant ’aire du triangle O PQ).

On remarque que PQ = 4. Soit M le milieu de PQ) ; donc PM = M@ = 2.

Puisque le triangle O P(Q est isocele avec OP = OQ) = 5, alors OM est perpendiculaire a PQ).
D’aprés le théoréme de Pythagore, OM = /OP? — PM? = /52 — 22 = /21,

Donc, laire du triangle OP(Q) est égale a % -PQ-OM = % 4 -/21 = 2/21.

De plus, puisque la distance entre O et AB est égale & 2 et que OM = /21, alors la hauteur du
rectangle ABQP est égale & /21 — 2.

Donc, l'aire du rectangle ABQP est égale & 4 - (v/21 — 2) = 4y/21 — 8.

Pour déterminer I'aire du secteur O P(@), on remarque que 'aire d’un cercle de rayon 5 est égale

/P
a 7 - 52. Donc, laire du secteur est égale a 363362 - 25m.

. : . PM
Puisque le triangle POM est rectangle en M, alors sin(ZPOM) = op
Done, ZPOQ = 2/POM = 2sin"*(2/5).

2sin"(2/5
Donc, l'aire du secteur est égale a SH;T{)/) - 25m.
On a donc
1004 = 100(16 + 4a)
= 1600 + 400a
2sin~1(2/5
= 1600 + 400 ((4@ —8)+ SHIT(/) 257 — Nﬁ)
2sin~1(2/5
= 1600 + 400 (2\/2_ —8+ SIHT(O/) : 257r)
800sin~"(2/5) - 25
— 800v/21 — 1600 + —— 3((),05 ) 25m

~ 6181,229

(Remarquons que I'on n’a pas utilisé les approximations décimales avant la derniere étape afin

d’éviter toute erreur d’arrondi.)

Donc, l'entier le plus pres de 1004 est 6181, dont les deux chiffres les plus a droite sont 81.
REPONSE : 81
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1. Ona:6+(3x6)—12=6+18—12=12.
REPONSE : (C)

2. Solution 1
Puisque les deux nombres ont une moyenne de 7, alors ils ont une somme de 2 x 7 = 14.
Puisque I'un des nombres est 5, l'autre est donc 14 — 5 = 9.

Solution 2

Deux nombres ont une moyenne de 7 et I'un d’eux est 5.

Puisque 5 est 2 de moins que 7, alors ’autre nombre doit étre 2 de plus que 7, soit 9.
REPONSE : (E)

3. Entre le jour ou elle parcourt 500 m et le jour ou elle parcourt 4500 m, Gauravi augmente sa
distance parcourue de (4500 m) — (500 m) = 4000 m.

A chaque jour, Gauravi augmente sa distance parcourue de 500 m par rapport au jour précédent.
4000 m

500 m
Si I'on compte huit jours apres lundi (soit 1 semaine et 1 jour), on arrive a mardi. Donc, Gauravi

parcourra exactement 4500 m un mardi.

Dong, il lui faut = 8 jours pour passer de 500 m a 4500 m.

REPONSE : (C)

4. On peut disposer 4 rangées de 4 carrés chacune (ces derniers ayant des cotés de longueur 2) les
unes a coté des autres pour former un grand carré ayant des cotés de longueur 8.

2 2 2 2

[NCTRE \S I (O R \S]

On peut donc placer 4 - 4 = 16 carrés de cette maniere. Puisque ces petits carrés recouvrent
completement le grand carré, il est impossible d’utiliser plus de carrés de dimensions 2 x 2.
Donc, 16 est le plus grand nombre possible de carrés de dimensions 2 x 2 que l'on peut placer,
sans chevauchement, a l'intérieur du grand carré de dimensions 8 x 8.

REPONSE : (C)

5. Puisque la liste comprend 15 entiers, alors la probabilité pour qu’on choisisse un entier qui parait
cing fois dans la liste est égale & 3 (car 3 - 15 = 5).
Puisque l'entier 5 parait cinq fois dans la liste et qu’aucun autre entier ne parait cinq fois, alors
n = 5.

REPONSE : (E)

6. Supposons que le triangle PQR a pour base PQ (soit le segment de droite vertical situé sur la
droite d’équation z = 2) et une hauteur correspondant a la distance horizontale entre R et PQ.
Le segment de droite reliant P(2,6) et (2,2) a une longueur de 4.
Le point R(8,5) est situé 6 unités a droite de la droite d’équation x = 2.
Donc, 'aire du triangle PQR est égale a % 4.6 =12
REPONSE : (D)
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7.

10.

11.

12.

Ona:(1+2+3)(1+5+3)=6(1+5+3)=6+5+5=6+3+2=1L
REPONSE : (B)

Puisque 10z + y = 75 et 10y + z = 57, alors
(10z +y) + (10y + ) = 754 57

d’ou
1z + 11y = 132

On divise les deux membres de I’équation par 11 pour obtenir x + y = 12.
(Par ailleurs, on aurait pu remarquer que (z,y) = (7,5) est un couple qui vérifie les deux
équations, d’ot1 on a donc = +y = 12.)

REPONSE : (A)
Puisque Pascale met 7 jours pour creuser 4 trous et que % = 3, alors elle creusera 3 -4 = 12
trous en 21 jours.

Puisque Miguel met 2 jours pour creuser 2 trous et que %1 =7, alors il creusera 7 -2 = 14 trous
en 21 jours.

En tout, ils creuseront 12 + 14 = 26 trous en 21 jours.
REPONSE : (D)

En manipulant algébriquement le membre de gauche, on obtient :
2 x6° =2 x (2x3)° =21 x2° x 3" =210 x 3°

Puisque 4% x 3V = 2!6 x 35 et que x et y sont des entiers strictement positifs, alors y = 5 (car 4°
n’admet pas 3 comme diviseur).
Cela signifie également que 4% = 216,
Puisque 4% = (22)* = 2%¢ alors 4° = 216 donne 2%* = 216 d’ou 2z = 16 ou z = 8.
Donc, z +y=8+5=13.
REPONSE : (D)

Les lettres A, B, C, D et E représentent respectivement André, Bev, Cao, Dhruv et Elcim.
Soit D > B la représentation du fait que <« Dhruv est plus agé que Bev >.
D’apres I’énoncé du probleme, on adonc D > B, B> E, A> FE, B> Aet C' > B. On voit donc
que Dhruv et Cao sont plus agés que Bev tandis qu’Elcim et André sont plus jeunes qu’elle.
Cela signifie que deux personnes sont plus agées que Bev tandis que deux personnes sont plus
jeunes qu’elle. Donc, Bev est la troisieme plus agée.

REPONSE : (B)

Puisque d est un entier impair, alors d + d est pair et d X d est impair.
Puisque e est un entier pair, alors e 4 e est pair, ce qui signifie que (e 4 €) x d est pair.
De plus, e + d est impair, ce qui signifie que d X (e + d) est impair.
Donc, parmi les 4 expressions, 2 sont égales a un entier impair.
REPONSE : (C)
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13.

14.

15.

Supposons que les cotés les plus courts des petits rectangles ont une mesure de x.

Donc, le rectangle de la Figure A a une hauteur de 2x. Cela signifie que les cotés les plus longs
des petits rectangles ont une mesure de 2z.

Donc, le rectangle de la Figure A a une hauteur de 2z, une largeur de 2z + x = 3z et a donc un
périmetre de 2(3x + 2x) = 10x. De plus, le rectangle de la Figure B a une hauteur de 2x, une
largeur de = + 2z 4+ = = 4z et a donc un périmetre de 2(4zx + 2z) = 12z.

X
2x 2x

X

2x X X 2x X

Figure A Figure B

Donc, le rapport du périmetre de la Figure A au périmetre de la Figure B est égal a 10x : 12z,
ce qui est égal a 5 : 6, puisque x # 0.
REPONSE : (E)

Zebadiah doit retirer au moins 3 chemises.
S’il retire 3 chemises, 2 d’entre elles pourraient étre rouges et 1 pourrait étre bleue.
S7il retire 4 chemises, 2 d’entre elles pourraient étre rouges et 2 pourraient étre bleues.
Par conséquent, s’il retire moins de 5 chemises, il n’est pas certain qu’il puisse retirer 3 chemises
de la méme couleur ou 3 chemises de couleurs différentes.
Supposons qu’il retire 5 chemises. Si 3 sont de la méme couleur, les conditions sont remplies.
S’il n’y a pas 3 chemises de la méme couleur parmi les 5 chemises, alors on a au plus 2 de chaque
couleur (par exemple, 2 chemises rouges, 2 chemises bleues et 1 chemise verte). Cela signifie
qu’il doit retirer des chemises de 3 couleurs, car s’il ne retirait que des chemises de 2 couleurs, il
retirerait au plus 2 + 2 = 4 chemises.
Autrement dit, en retirant 5 chemises, il est garanti d’obtenir soit 3 chemises de la méme couleur,
soit 3 chemises de couleurs différentes.
Donc, Zebediah doit retirer au moins 5 chemises.

REPONSE : (D)

Si a est impair, la sortie a + 3 est paire car elle est égale a la somme de deux entiers impairs.
Si a est pair, la sortie a + 5 est impaire car elle est égale a la somme d’un entier pair et d’un
entier impair.
Si on présente a = 15 comme entrée initiale et qu’on utilise la machine 2 fois, on obtient
15—=15+3=18— 1845 =23.
Si on présente 23 comme entrée suivante et qu’on utilise la machine 2 fois, on obtient
23 —+234+3=26—26+5=31.
On remarque que si 'on présente un entier impair comme entrée et qu’on utilise la machine 2 fois,
le résultat net est 8 de plus que I'entrée initiale; I’entrée initiale impaire produit une premiere
sortie qui est 3 de plus que I'entrée initiale (et qui est donc paire) et produit une seconde sortie
qui est 5 de plus que la premiere sortie.
Le résultat net est donc 3 + 5 de plus que 'entrée initiale.
Donc, en utilisant la machine 46 fois de plus, on répete ces deux étapes a 23 reprises. Puisque 8
est le résultat net de 2 étapes, alors on multiplie 8 par 23 (soit le nombre de fois qu’on répete
les 2 étapes) et on ajoute ce produit a 31 pour obtenir la sortie : 31 4 23 - 8 = 215.
Jusque-la, on a utilisé la machine 50 fois.
En utilisant la machine une 51¢ fois, on obtient 215 — 21543 = 218. Donc, on obtient une sortie
finale de 218.

REPONSE : (B)
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16.

17.

18.

19.

Puisqu’on obtient un reste de 6 lorsqu’on divise 111 par n, alors 111 — 6 = 105 est un multiple

de n et n > 6 (puisque, par définition, le reste doit étre inférieur au diviseur).

Puisque 105 =35 -7, les diviseurs positifs de 105 sont 1,3,5,7,15,21, 35, 105.

Donc, les valeurs possible de n sont 7, 15, 21, 35, 105. Il y a donc 5 valeurs possibles de n.
REPONSE : (A)

Supposons que la canette avait initialement un rayon de r cm et une hauteur de h cm.
Puisque la canette a une aire totale de 300 cm?, alors 2wr? + 27rh = 300.
Si 'on double le rayon initial, on obtient un rayon de 2r cm. On peut donc représenter 'aire
totale de cette canette, en cm?, par expression 27(2r)? + 2m(2r)h ou 87r? + 47rh. On a donc
8mr? 4 4wrh = 900.
Si I'on double la hauteur initiale, on obtient une hauteur de 2h cm. On peut donc représenter
I'aire totale de cette nouvelle canette, en cm?, par 'expression 2772 + 27r(2h) ou 27wr? + 4wrh.
On multiplie 2772 + 27rh = 300 par 3 pour obtenir 6% + 67rh = 900.
Puisque 8712 + 4wrh = 900, on obtient 67r% + 67rh = 87r? + 4nrh, alors 2mrh = 27r? d'oit
wrh = mre.
Puisque 2712 +27rh = 300 et rh = 7r?, alors 2712 + 27r? = 300, d’ol 47r? = 300 ou 7r? = 75.
Puisque 7rh = mr? = 75, alors 277? + 4mrh = 6 - 75 = 450. Donc, si 'on doublait la hauteur de
la canette, son aire totale serait égale & 450 cm?.

REPONSE : (A)

Soit A le point de départ d’Arianne, B le point de départ de Béatrice et M leur point de

rencontre.

Arianne parcourt la distance entre A et M en 42 minutes et celle entre M et B en 28 minutes.

(Remarquons que 9 h est 18 minutes apres 8 h 42 et que 9 h 10 est 10 minutes apres 9 h.)

Puisque Arianne marche a une vitesse constante, alors le rapport entre la distance AM et la

distance M B est égal au rapport des temps de parcours, soit 42 : 28, ce qui est équivalent a 3 : 2.

Puisque Béatrice parcourt la distance entre B et M en 42 minutes, le rapport entre la distance

AM et la distance M B est égal a 3 : 2. Puisque Béatrice marche a une vitesse constante, alors

il lui faut % x 42 = 63 minutes pour parcourir la distance entre M et A.

Donc, Béatrice arrive au point de départ d’Arianne a 9 h 45.

(Remarquons que 9 h est 18 minutes apres 8 h 42 et que 9 h 45 est 45 minutes apres 9 h.)
REPONSE : (D)

Puisque le triangle PQR est rectangle en R, alors d’apres le théoreme de Pythagore,
PQ? = PR?> + QR? = 12% + 16® = 144 4 256 = 400

Puisque PQ > 0, alors PQ = 20.

Puisque M est le milieu de PQ, alors MQ = 3 PQ = 10.

Les triangles NM@ et PRQ sont semblables, puisqu’ils sont rectangles et qu’il partagent un
angle aigu Q).

NQ  MQ NOQ 20-10 _ 25

Done, —=< S0 = 7g0 ot NQ = el

ot 5o = R MO 3 Q=5 =3
25 32 2% 7

D N = NQ=16——=—— — = —.
onc, R RQ — NQ 6 5 5 5 =5

1 1
Puisque le triangle PN R est rectangle en R, son aire est égale a 3 PR-RN = R 12— =21.

N[

REPONSE : (A)
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20. On remarque que

1 2
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Cela signifie que la somme des k premiers termes est inférieure a 1,499 lorsque k& = 1,2, 3, 4.
Lorsque k > 4, on peut prolonger la régularité que l'on a constaté pour k = 3 et k = 4 afin de
remarquer que

bttottstottiatti= (i) (2o e (Lo D)
1 2 3 k—1 k — 1 3 9 4 3 5

(L vy (11
k—1 k+1 k k+2
1 1

_1+1+1+ N 1 +1 1 1 1
1 2 3 k—1 k 3 4 5 E+1 k+2
10101 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 3 k—1 k—1 k k k+1 k+2
11 1 1
12 k+1 k42
= 1,500 ! 1

’ E+1 k+2

Cela signifie que la somme des k premiers termes est inférieure a 1,499 uniquement lorsque

Pl + 2 est supérieur a 0,001.
Au fur et & mesure que k£ augmente a partir de 4, k i 1 et k: i 5 diminuent tous deux, ce qui
signifie que leur somme diminue également.
Lorsque k = 1998, ! + ! = ! + ! > ! + ! = ! = 0,001.
k+1 k+2 1999 2000 2000 2000 1000
Lorsque k& = 1999, L L L L L L L = 0,001.

= < =
k41 * k+2 2000 * 2001 2000 * 2000 1000

[ RS

a 0,001 lorsque k£ > 1999.

Cela signifie que est supérieur a 0,001 uniquement lorsque k£ < 1998, et inférieur
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21.

Autrement dit, la somme des k£ premiers termes est inférieure a 1,499 lorsque k = 1,2,3,4 et
lorsque 5 < k£ < 1998. C’est-a-dire lorsque 1 < k£ < 1998.
Donc, £ = 1998 est le plus grand entier strictement positif pour lequel les k premiers termes ont
une somme inférieure a 1,499.

REPONSE : (E)

La masse totale des 6 barres d’acier dans les sacs est supérieure ou égale a 1+2+3+4+454+6 = 21 kg
et inférieure ou égale a 10+ 11+ 12+ 13+ 14415 = 75 kg car les 15 barres d’acier ont les masses
suivantes : 1 kg, 2 kg, 3 kg, ..., 14 kg, 15 kg.

Puisque les six barres d’acier sont placées dans trois sacs de maniere que les sacs contiennent
chacun la méme masse totale, alors la masse totale contenue dans chacun des sacs est supérieure
ou égale a 21 + 3 = 7 kg et inférieure ou égale a 75 + 3 = 25 kg.

Il existe 25 — 7+ 1 = 19 masses qui sont des nombres entiers dans cet intervalle (soit 7 kg, 8 kg,
9 kg, ..., 23 kg, 24 kg, 25 kg).

Chacune de ces 19 masses est en effet possible. Pour le voir, on remarque que

1+46=24+5=3+4=7 1+7=24+6=3+5=28 1+8=2+7=3+6=9

d’ou on voit donc que 7, 8 et 9 sont des valeurs possibles de M.
Si 'on augmente les valeurs les plus grandes jusqu’a 15, 14, 13, on obtient

1+15=2+14=3+13=16

d’ot1 'on comprend donc que chacun des entiers de 10 a 16 est également une valeur possible de
M. A partir des trois derniers couples, on augmente les valeurs les plus petites pour obtenir :

2415 =34+14 =4+13 =17 3+15=4414=5+13=18 --- 10415 =11414 =12413 =25

On voit donc que 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24 et 25 sont également des valeurs possibles de M.
Donc, toute valeur entiere de M dans l'intervalle 7 < M < 25 est possible.
Il y a donc 19 valeurs possibles de M.

REPONSE : 19

22. On trace un rectangle plus grand autour du rectangle de I’énoncé de sorte que le grand rectangle

ait des cotés horizontaux et verticaux et que les sommets du petit rectangle soient situés sur les
cotés du grand rectangle.
Par souci de simplicité, les unités seront omises de nos calculs.

D _Z A
V

Y|

20 5

C W B

Puisque VWY Z est un rectangle, alors YW = ZV =100 et ZY = VW = 150.
Puisque le triangle YCW est rectangle en C', alors d’apres le théoreme de Pythagore,

CW? =YW? - YC? =100% — 20> = 10000 — 400 = 9600
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23.

Puisque CW > 0, alors CW = /9600 = /1600 - 6 = v/1600 - /6 = 40/6.

La hauteur a laquelle le sommet Z est situé au-dessus de la droite horizontale est égale a la
longueur de DC', ce qui est égal a DY + Y C ou DY + 20.

Le triangle ZDY est rectangle en D tandis que le triangle YCW est rectangle en C'.

De plus, ZDY Z+/ZZYW + /WY C = 180°, ce qui signifie que ZDY Z + /WY C = 90°, puisque
LZYW = 90°.

Puisqu’on a également ZCWY + ZWY C = 90° (en utilisant la somme des mesures des angles
du triangle YCW), on obtient /DY Z = ZCWY . On voit donc que les triangles ZDY et YCW
sont semblables.

Dy Cw . | ZY -CW 150 -40v6
v =y Jou DY =~ = = = 60v/6.

On a donc DC' = DY + 20 = 60v/6 + 20 =~ 166,97. A Pentier pres, on a DC' = 167.
Puisque DC' = 167 et que cette longueur est égale a 100 4+ x, alors z = 67.

Donc,

REPONSE : 67

Soit k un entier strictement positif fixe mais inconnu.

Supposons que les droites d’équations 9z + 4y = 600 et kx — 4y = 24 se coupent en (x,y), = et
y étant des entiers strictement positifs.

Puisque 9x + 4y = 600 et kx — 4y = 24, on additionne ces équations, membre par membre, pour
obtenir 9z + kx = 624, d’ou (9 + k)z = 624.

Puisque x et y sont des entiers strictement positifs et k& > 0, alors 9 + k et = sont un couple de
facteurs positifs de 624 avec 9+ k > 9.

Puisque 624 = 6 - 104 = 6 - 8 - 13 = 23113}, alors les diviseurs positifs de 624 sont :

1,2,3,4,6,8,12,13, 16, 24, 26, 39, 48, 52, 78, 104, 156, 208, 312, 624

On veut également que la valeur de y soit un entier strictement positif.

Puisque le point (x,y) est situé sur la droite d’équation 9z + 4y = 600, alors 4y = 600 — 9z, d’ou
y = 150 — %:E; la valeur de y étant un entier uniquement lorsque z est un multiple de 4.

Donc, on veut que x soit un diviseur positif de 624 qui est un multiple de 4.

Donc, les valeurs possibles de x sont 4, 8,12, 16, 24,48, 52,104, 156, 208, 312, 624.

Les valeurs correspondantes de 9 + k sont 156, 78, 52,39, 26,13,12,6,4, 3,2, 1.

Puisque 9 + k£ > 9, on peut donc éliminer 6,4, 3,2, 1 de cette liste.

Donc, les valeurs possibles de 9 + k£ sont 156, 78, 52, 39, 26, 13, 12.

Les valeurs correspondantes de k sont 147,69, 43,30, 17,4, 3.

Ces dernieres correspondent aux valeurs suivantes de x : 4,8,12,16, 24, 48, 52.

On reporte ces valeurs dans y = 150 — %x une a la fois pour obtenir les valeurs suivantes
de y : 141,132,123,114, 96,42, 33. Ces valeurs sont effectivement positives.

Cela signifie qu’il y a 7 valeurs de k ayant les propriétés requises.

REPONSE : 07
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24. Puisque f(p) = 17, alors ap® + bp + ¢ = 17.
Puisque f(q) = 17, alors aq® + bq + ¢ = 17.
On soustrait ces deux équations, membre par membre, pour obtenir a(p® — ¢*) + b(p — q) = 0.
Puisque p* — ¢* = (p — ¢)(p + ¢), alors on a a(p — q)(p + q) +b(p — q) = 0.
Puisque p < ¢, alors p — ¢ # 0. Donc, on divise par p — ¢ pour obtenir a(p + ¢) + b = 0.
Puisque f(p+ q) = 47, alors a(p + q)*> + b(p + q) + ¢ = 47, d’ou (p+ q)(a(p + q) +b) + c = 47.
Puisque a(p + ¢) + b =0, alors (p + q)(0) + ¢ = 47. Donc, ¢ = 47.
Puisque ap? + bp + ¢ = 17, alors ap? + bp = —30, d’ott p(ap + b) = —30.
De méme, ¢(aq + b) = —30.
Puisque p et ¢ sont des nombres premiers et que a et b sont des entiers, alors p et ¢ doivent étre
des diviseurs premiers de —30. On remarque que 30 = 2 - 3 - 5 et on rémarque également que p
et ¢ doivent étre distincts.
Puisque p < g, alorsp=2et g=3,oup=2et g=5,oup=3et qg=>.

On pourrait aussi remarquer que puisque f(p) = f(q) = 17, alors f(p) — 17 = f(q) — 17 = 0.
Donc, f(z) — 17 est un polynéme quadratique ayant pour racines p et ¢. On peut donc écrire
f(z) =17 = a(x — p)(x — q), puisque le polynéme quadratique a pour coefficient dominant a.
Puisque f(p + ¢q) = 47, alors f(p+q) — 17T =alp+q—p)(p + ¢ — q), dout 47 — 17 = agp ou
apq = 30.

Comme précédemment, p=2et g=3,oup=2et¢g=>5 oup=3et qg=>.

Sip=2etq=3, I'"équation p(ap + b) = —30 devient 2(2a + b) = —30 (ou 2a + b = —15) et
I'équation g(aq + b) = —30 devient 3(3a 4+ b) = —30 (ou 3a + b = —10).

On soustrait ’équation 2a + b = —15 de I’équation 3a + b = —10, membre par membre, pour
obtenir a = 5 (remarquons que a > 0), d’ott on a donc b= —15—2-5 = —25.

Donc, f(x) = bx? — 25z + 47.

Puisque pq = 6, alors f(pq) = 5(6%) — 25(6) + 47 = 77.

Sip=2etqg=>5,on obtient 2a +b = —15 et ba + b = —6.

On soustrait la premiere équation de la seconde, membre par membre, pour obtenir 3a = 9 ou
a = 3 (remarquons que a > 0), d’ott on a donc b = —15 —2-3 = —21.

Done, f(z) = 3z% — 21x + 47.

Puisque pg = 10, alors f(pq) = 3(10%) — 21(10) + 47 = 137.

Sip=3etqg=>5, on obtient 3a +b = —10 et 5a + b = —6.

On soustrait la premiere équation de la seconde, membre par membre, pour obtenir 2a = 4 ou
a = 2 (remarquons que a > 0), d’ott on a donc b = —10—3 -2 = —16.

Donc, f(x) = 222 — 16z + 47.

Puisque pq = 15, alors f(pq) = 2(15?) — 16(15) + 47 = 257.

Ces valeurs de f(pg) ont une somme de 77 + 137 4 257 = 471.
Les deux chiffres les plus a droite de cet entier sont 71.
REPONSE : 71
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25. Considérons la grille de ’énoncé :

alb|ec
dl|b
Jlglh

On sait que les entiers le long de chaque rangée, de chaque colonne et de chacune des deux
diagonales principales ont des sommes qui sont toutes divisibles par 5.
On retire tous les entiers de la grille sauf 5, a, ¢, f et h.

a C

Pour chacun de a et ¢, on a 9 choix.

Puisque la somme des entiers le long de chaque diagonale est égale a un multiple de 5, alors
a+ 5+ h est un multiple de 5, ce qui revient a dire que a + A est un multiple de 5.
Remarquons que chacun de a et h est un entier de 1 a 9.
Sia=1,alorsh=4ouh=9.Sia=6,alorsh =4o0uh=29.

Sia=2 alorsh=3ouh=38. Sia=7,alors h=3o0uh=2_8.

Sia=3,alorsh=2ouh=7. Sia=8,alorsh=2ouh="7.
Sia=4,alorsh=1ouh=6.5Sia=9,alorsh=1ouh=06.

Sia =25, alors h = 5.

On écrit h = @ pour exprimer le fait que h dépend de a. (Remarquons que h ne dépend pas
de ¢.) Gardons en téte qu’il peut y avoir 1 ou 2 valeurs possibles pour h, selon la valeur de a.

De méme, ¢ + 5+ f est un multiple de 5. Donc, ¢ + f est également un multiple de 5. Donc, ¢
et f ont les mémes combinaisons de valeurs possibles que a et h.
On écrit f =¢. On a donc

c a

Puisque a + b + ¢ est un multiple de 5, alors b + (a + ¢) est un multiple de 5. On écrit donc
b = a + c, puisque b dépend de a + c.
On a donc

c a

Puisque chacun de a et ¢ est un entier de 1 a 9, alors a + ¢ est un entier de 2 a 18. Rappelons
que b = a + ¢ est également un entier de 1 & 9.

Sia+ cestl'un de 2, 7, 12 et 17, alors les valeurs possibles de b = a + ¢ sont 3 et 8.

Sia+ cest'un de 3, 8, 13 et 18, alors les valeurs possibles de b = a + ¢ sont 2 et 7.

Sia+ cest'un de 4, 9 et 14, alors les valeurs possibles de b = a + ¢ sont 1 et 6.
Sia+cestl'undeb, 10 et 15, alors b=a + ¢ = 5.

Sia -+ cest 'un de 6, 11 et 16, alors les valeurs possibles de b = a + ¢ sont 4 et 9.

On peut maintenant commencer a considérer les cas. Puisque 1'on a vu ci-dessus que le nombre
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de possibilités pour certaines des entrées dépend de si a et ¢ sont égaux a 5 ou non, alors on
considere les cas (i) a=c¢ =5, (ii) a=5et c#5, (ili) c=5et a #5, et (iv) a # 5 et ¢ # 5.

1 cas:a=c=5

D’apres ce qui précede, il n’y a qu’'un seul choix possible pour chacun de @ et ¢ : soit chacun doit
étre égal a 5.

De plus, a + ¢ = 10. Donc a + ¢ doit aussi égaler 5, d’ot on a donc la grille :

5155
)

De méme, on ne peut placer que l'entier 5 dans chacune des cases restantes. Il n’y a donc qu'une
seule fagon de compléter la grille dans ce cas.

2°cas:a=5etc#bH

Puisque a = 5, alors @ = 5.

De plus, puisque a = 5, alors a + ¢ = 5 4 ¢. Cela signifie que a + ¢ est égal a ¢, d’ou on a donc
la grille :

[& )

Dans ce cas, il y a 8 choix pour ¢ (tout sauf 5) et 2 choix pour chaque ¢ (puisque ¢ n’est pas égal
a 5). De plus, les possibilités pour les 3 cases vides sont déterminées soit par la valeur de ¢ soit
par la valeur de ¢, aucune des deux ne pouvant étre un multiple de 5.

Il y a donc 2 possibilités pour chacune de ces 3 cases vides.

Donc, dans ce cas, il y a 12-8-22 .23 = 28 grilles en tout.

3cas:c=bHeta#bh
Sic=>5eta##5, alorsil y a aussi 2% grilles.

On considere par la suite la situation ou a # 5 et ¢ # 5.

On sait qu’il y a deux valeurs possibles pour chacun de @ et ¢. Cependant, le nombre de valeurs
possibles de a + ¢ dépend de si a+c est un multiple de 5 ou non. De plus, le nombre de possibilités
pour les 3 cases non nommées dépend également des valeurs des combinaisons de a, ¢, @ et €.
D’ott on a donc trois cas supplémentaires ou a # 5 et ¢ # 5.

4° cas :a # 5, c# b5 et a+ cest un multiple de 5

Il y a 8 choix pour a (tout sauf 5).

Il y a donc 2 choix pour ¢ (celui qui fera de sorte que a + ¢ soit un multiple de 5).
Il y a 2 choix pour chacun de @ et ¢, puisque ni a ni ¢ n’est égal a 5.

De plus, a + ¢ = 5 puisque a + ¢ est un multiple de 5.

On a donc la grille suivante :

c a

Pour que la somme de la colonne du milieu soit égale a un multiple de 5, on doit placer un 5
dans la case vide de la rangée du bas.
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En examinant les premiere et troisieme colonnes, on constate que ni a + ¢ ni ¢ 4+ @ ne peut étre
égal a un multiple de 5.

On peut le justifier en remarquant que puisque a + ¢ est un multiple de 5, les restes que 1'on
obtient lorsque a et ¢ sont divisés par 5 doivent avoir une somme de 5.

Cela signifie que a et ¢ ont le méme reste non nul lorsqu’ils sont divisés par 5, ce qui signifie que
leur somme ne peut admettre 5 comme diviseur.

Par conséquent, les 2 cases vides restantes ont chacune 2 entrées possibles pour que leurs colonnes
aient des sommes qui soient égales a des multiples de 5.

Il y a 8 choix pour a, 2 choix pour ¢, 2 cases dans lesquelles on doit placer 5, et 2 choix pour
chacune des 4 cases restantes..

Dans ce cas, il y a donc 8 - 2 - 12 - 2% = 28 grilles.

Enfin, on examine les grilles ot a # 5, ¢ # 5 et a + ¢ n’est pas un multiple de 5, tout en
considérant séparément les situations ot a — ¢ est un multiple de 5 et a — ¢ n’est pas un multiple
de 5.

5¢cas:a # 5, c# 5, a+ cnest pas un multiple de 5 et a — ¢ est un multiple de 5

Il y a 8 choix pour a.

Il y a alors 2 choix pour ¢ : celui qui fera de sorte que I’on obtienne le méme reste que a lorsqu’on
le divise par 5.

Il y a 2 choix pour chacun de @, ¢ et a + ¢ puisqu’aucun de a, ¢ et a + ¢ n’est un multiple de 5.

ala+c|c
5

c a

Puisque a — ¢ est un multiple de 5, alors a 4 ¢ et ¢ 4+ @ sont tous deux des multiples de 5.

Pour le voir, remarquons que ¢ =5—couc¢=10—cou ¢ = 15— c. Donc, a + ¢ est égal a 'un
de5+a—coull+a—coulb+a—c quisont tous des multiples de 5 puisque a — ¢ 'est.
Cela signifie que 'on doit placer un 5 dans chacune des cases vides dans la colonne de gauche et
celle de droite.

Enfin, il y a 2 choix possibles pour la case vide du bas (puisque a + ¢ n’est pas un multiple de 5).
Dans ce cas, il y a donc 8 -2-23 122 = 28 grilles.

6°cas:a#bH,c#5, a+ cn’est pas un multiple de 5 et a — ¢ n’est pas un multiple de 5

Il y a 8 choix pour a.

Il y a alors 4 choix pour ¢ (soit les choix qui ne sont pas : 5, les deux choix qui font de a + ¢ un
multiple de 5, les deux choix qui font de a — ¢ un multiple de 5).

Il y a 2 choix pour chacun de @, ¢ et a + c.

Il y a également 2 choix pour chacune des 3 entrées restantes de la grille puisque les deux entrées
de la premiere colonne, celles de la troisieme colonne et celles de la troisieme rangée n’ont pas
des sommes qui admettent 5 comme diviseur.

Dans ce cas, il y a 8- 4-2% .23 = 2! grilles.

En combinant tous les cas, on peut compléter la grille de
N=1+284+28428 428 42l —144.28% 42 = 3073 facons.

Les deux chiffres les plus a droite de N sont 73.
REPONSE : 73
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1.

Un rectangle ayant une largeur de 2 cm et une longueur de 3 cm a une aire de 2 cmx3 cm = 6 cm?.

REPONSE : (E)

Ona2+4+3x5+4+2=2+4+15+2=19.
REPONSE : (A)

Exprimé sous forme de fraction, 25 % est équivalent & i.
Puisque 411 de 60 est égal a 15, alors 25 % de 60 est égal a 15.
REPONSE : (B)

4x 4r 4

L 0 btient = — =-.

orsque = # 0, on obtien 792 323
4 4
Donc, lorsque z = 2021, on a S —.
x+2x 3

. : . 4z 8084 8084 4
Par ailleurs, on pourrait poser x = 2021 pour obtenir = = = —.
r+2x 202144042 6063 3

REPONSE : (B)

Remarquons que 6 = 2 x 3, que 27 =3 x 9, que 39 = 3 x 13 et que 77 = 7 x 11. Donc, 6, 27,
39 et 77 peuvent chacun étre exprimés sous la forme d’un produit de deux entiers (ces derniers
étant chacun supérieur a 1).
Donc, 53 est I'entier qui ne peut pas étre exprimé comme produit de deux entiers, chacun étant
supérieur a 1. On peut vérifier que 53 est bien un nombre premier.

REPONSE : (C)

On dessine un point non ombré pour représenter 'emplacement du point lorsqu’il se trouve de
I’autre coté de la feuille de papier. Donc, le point se déplace comme suit :

______ ~
[ J 1 1 .
e
1 1 ,
1 1 K
d
1 1 ,
1 1 . [ J
______

Remarquons que le fait de plier et de déplier le papier n’a aucun effet net sur la figure. Donc, on
peut tout simplement déterminer la figure résultante en faisant subir au carré initial une rotation
autour de son centre de 90° dans le sens des aiguilles d'une montre.

REPONSE : (E)

Lorsque z = —2, on a 2% = 4. Dans ce cas, x < x°.

2:

Lorsque = —3, on a 2% = 1. Dans ce cas, z < z.

Lorsque = 0, on a 22 = 0. Dans ce cas, * = 22

Lorsque z = 3, on a 2% =

1. Dans ce cas, z > 2.
Lorsque = 2, on a 2 = 4. Dans ce cas, < 22

Donc, 2 = £ est le seul choix vérifiant z > 22.
REPONSE : (D)



Solutions du concours Fermat 2021 Page 3

8.

10.

11.

12.

Supposons que a est le chiffre des dizaines de I'entier initial et que b est le chiffre des unités de
I’entier initial.
Cet entier est égal a 10a + b.
Lorsqu’on renverse l'ordre des chiffres, le nouvel entier a b pour chiffre des dizaines et a pour
chiffre des unités.
Ce nouvel entier est égal a 10b + a.
Sachant qu’on obtient 54 lorsqu’on soustrait ’entier initial du nouvel entier de deux chiffres,
alors (100 + a) — (10a + b) = 54, d’ott 9b — 9a = 54 ou b — a = 6.
Donc, la différence positive entre les deux chiffres de l’entier initial est 6. Un exemple d’'un tel
couple d’entiers sont les entiers 71 et 17.

REPONSE : (C)

La droite d’équation y = 2z — 6 a une pente de 2. Lorsque cette droite subit une translation, la
pente demeure inchangée.
La droite d’équation y = 2x — 6 a une ordonnée a l'origine de —6. Lorsque cette droite subit une
translation de 4 unités vers le haut, son ordonnée a ’origine subit cette translation, d’ou I'image
a donc une ordonnée a l'origine de —2.
Donc, I’équation de la nouvelle droite est y = 2x — 2.
Pour déterminer ’abscisse a 1’origine de cette droite, on pose y = 0 pour obtenir 0 = 2x — 2 ou
2¢ = 2, soit x = 1.
Donc, la nouvelle droite a une abscisse a l'origine de 1.

REPONSE : (D)

D’apres les lois des exposants, on a 3*+2 = 3% .32 = 3% . 9,
Puisque 3% = 5, alors 3**2 =3%.9 = 5.9 = 45.
REPONSE : (E)

Etant donné que le deuxieme nombre que I'on additionne est supérieur a 300 et que la somme a
R pour chiffre des centaines, alors R ne peut étre égal a 0.

Dans la colonne des unités, on voit que R + R a 0 pour chiffre des unités. Puisque R # 0, alors
R =5.

L’addition devient donc :

P % )
+ 3 9 5
5 @ 0
Puisque 1+749 = 17, alors Q = 7, d’ott on a donc 14+ P+ 3 = 5, soit P = 1. L’addition devient
donc :
11
1 75
+ 3 9 5
5 7 0

Onadonc P+Q+R=14+74+5=13.
REPONSE : (A)

Un carré parfait est divisible par 9 uniquement lorsque sa racine carrée est divisible par 3.
Autrement dit, n? est divisible par 9 uniquement lorsque n est divisible par 3.
Il y a 6 multiples de 3 dans la liste 1,2,3,...,19, 20.
Donc, il y a 6 multiples de 9 dans la liste 12,22, 32,...,192, 20%
REPONSE : (E)
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13.

14.

15.

Dans un triangle rectangle isocele, le rapport entre la longueur de I'’hypoténuse et la longueur
de chacun des cotés les plus courts est de V21,
Considérons le triangle W Z X . Ce dernier est isocele et rectangle en Z.

6v/2
Dans ce cas, WX : WZ = /2 : 1. Puisque WX = 62, alors WZ = i =

V2
Puisque le triangle W Z X est isocele, alors XZ = WZ = 6.
Considérons le triangle XY Z. Ce dernier est isocele et rectangle en Y.

XZ 6 6 \/§_6\/§:3\/§'

Danscecas, Y/ =—=—= — - — = ——

V2 V2 V2 V2 2
Puisque le triangle XY Z est isocele, alors XY =Y Z = 3v/2.
Donc, WXY Z a un périmetre de

6.

WX+ XY +YZ+WZ=6V2+4+3V2+3V2+6=12v2+6 ~ 22.97

Parmi les choix de réponse, 23 est le choix le plus pres.
REPONSE : (C)

Soit  km/h la vitesse de Natasha en courant.
Puisque Natasha avance 3 fois plus vite en vélo qu’en courant, alors sa vitesse a vélo est égale a
3r km/h.
En courant pendant une heure, Natasha parcourt (1 h) - (r km/h) = r km.
En faisant du vélo pendant quatre heures, Natasha parcourt (4 h) - (3r km/h) = 12r km.
Donc, le rapport entre la distance parcourue a vélo et celle parcourue en courant est équivalent
au rapport 12r km : r km, ce qui est équivalent a 12 : 1.
REPONSE : (A)

Solution 1

Puisque a est un entier strictement positif, alors 45a est un entier strictement positif.

Puisque b est un entier strictement positif, alors 45a est inférieur a 2021.

Le plus grand multiple de 45 inférieur a 2021 est 45 x 44 = 1980. (Remarquons que 45-45 = 2025,
ce qui est supérieur a 2021.)

Sia =44, alors b = 2021 — 45 - 44 = 41.

Dans ce cas, a + b = 44 + 41 = 85.

Si a est diminué de 1, la valeur de 45a + b est diminué de 45, d’ou b doit donc étre augmenté de
45 pour conserver la méme valeur de 45a+ b, ce qui augmente la valeur de a+b par —1+45 = 44.
Dong, si a < 44, la valeur de a + b sera toujours supérieure a 85.

Si a > 44, alors 45a > 2021, d’ou la valeur de b est donc négative, ce qui est impossible.

Donc, 85 est la valeur minimale possible de a + b.

Solution 2

On peut écrire 45a + b = 2021 sous la forme 44a + (a + b) = 2021.

Puisque a et b sont des entiers strictement positifs, alors 44a et a + b sont des entiers strictement
positifs.

En particulier, on a donc que 44a (qui est un multiple de 44) est inférieur a 2021.

Puisque 44a et a + b ont une somme constante, alors pour minimiser la valeur de a + b, on peut
essayer de maximiser la valeur de 44a.

Puisque 44 - 45 = 1980 et 44 - 46 = 2024, le plus grand multiple de 44 inférieur a 2021 est 1980.
On a donc a + b > 2021 — 1980 = 41.
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16.

17.

Or, a + b ne peut étre égal a 41 car il faudrait que 44a = 1980 ou a = 45 (ce qui fait de sorte
que b = —4) afin que cela soit possible.
Le prochain multiple de 44 inférieur a 1980 est 44 - 44 = 1936.
Sia =44, alors a + b = 2021 — 44a = 85.
Sia=44 et a+ b= 85, alors b = 41, ce qui est possible.
Puisque a + b = 41 est impossible et que 85 est la plus petite valeur suivante possible de a + b,
alors 85 est la valeur minimale possible de a + b.
REPONSE : (C)

Les quelques premieres valeurs de n! sont :

=1

20 =2(1) =2

31 =3(2)(1) =6

41 =4(3)(2)(1) = 24

5l = 5(4)(3)(2)(1) = 120

On remarque que

21 -1 =

4l —11'= 23
3—-1=5
5l — 11 =119

Cela signifie que si a et b sont des entiers strictement positifs tels que b > a, alors 1, 3, 5 et 9
sont tous des chiffres des unités possibles de b! — a!.
Cela signifie que la seule réponse possible est le choix (D), soit 7.

Pour fin de précision, on doit expliquer pourquoi b! — a! ne peut avoir 7 pour chiffre des unités.

Pour que b! — a! soit impair, 'un de b! et a! est pair tandis que 'autre est impair.

Le seule factorielle impaire est 1!, puisque tout autre factorielle a un facteur 2.

Puisque b > a, alors si 'un de a et b vaut 1, on doit avoir a = 1.

Pour que b! — 1 ait 7 pour chiffre des unités, b! doit avoir 8 pour chiffre des unités.

Cela est impossible car les quelques premieres factorielles sont présentées ci-dessus et tout fac-

torielle supérieure a 0 pour chiffre des unités (car étant un multiple et de 2 et de 5).
REPONSE : (D)

Puisque les deux entiers les plus petits de ’ensemble S ont une moyenne de 5, leur somme est

égale a 2 -5 = 10.

Puisque les deux entiers les plus grands de ’ensemble S ont une moyenne de 22, leur somme est

égale 2 - 22 = 44.

Soit p < g < r <t < u les cinq autres entiers strictement positifs distincts de I’ensemble S.

) ) A0+ 44+pt+gt+r+ittu
Les neuf entiers de ’ensemble S ont donc une moyenne égale a P 9q ou
t
612 +qg+r+it+ u
9
On veut que cette moyenne soit aussi grande que possible.

t
prgtrtttu doit étre aussi grand

Pour que cette moyenne soit aussi grande que possible,

que possible, d’ou p + g + r + t + u doit donc étre aussi grand que possible.
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18.

19.

Quelle est la valeur maximale possible de u ?

Soit x et y les deux entiers les plus grands de ’ensemble S tels que x < y. Puisque x et y sont
les deux entiers les plus grands, alors u < x < y.

Puisque = +y = 44, que = < y et que x et y sont des entiers, alors z < 21.

Pour que u soit aussi grand que possible (ce qui assurera que p, g, r et t soient aussi grands que
possible), on pose x = 21.

Dans ce cas, on peut avoir u = 20.

Pour que p, g, r et t soient aussi grands que possible, on pose p =16, ¢ = 17, r = 18 et t = 19.
Dans ce cas, p+q+7r+1t+u = 90.

Six < 21, alors p+ ¢+ r + t + u sera plus petit et n’aura donc pas la valeur maximale possible.

Donc, 6 + 9" 16 est la plus grande moyenne possible de tous les entiers de I’ensemble S.

REPONSE : (B)

Supposons que PQ = PR = 2x et que QR = 2y.

Les demi-cercles de diametres PQ et PR ont donc chacun un rayon de x tandis que le demi-cercle
de diametre QR a un rayon de y.

Chaque demi-cercle de rayon x a une aire égale a
une aire égale a $my?.

Puisque les aires des trois demi-cercles ont une somme égale a 5 fois l'aire du demi-cercle de
diametre QR, alors

1

271':62 tandis que le demi-cercle de rayon y a

102 12 1.2 r 1_ 2
STa” 4 Jmat 4+ Smy” =95 5Ty

On a donc 22 + 2% + y? = 532, d’ont 222 = 4y? ou a2 = 2y?, soit © = /2y.
Soit M le milieu de QR et joignons P a M.

P

0 R

Puisque le triangle PQR est isocele et PQ) = PR, alors PM et (QR sont perpendiculaires.
Autrement dit, le triangle PM @) est rectangle en M.

M _ 3QR 1 1 1
Donc, cos(£ZPQR) = cos(LPQM) = QM _3QR _y Y

PQ ~ PQ 2r 22y 2v2 Vi-2 R

REPONSE : (B)

Puisque z +y="7,alorsc +y+ 2 =7+ z.

Donc, équation (z +y + 2)? = 4 devient (7 + 2)? = 4.

Puisque le carré de 7+ z est égal a 4, alors 7+ z=2ou 7+ z = —2.
Si7+z=2, alors z = —5.

—180
Dans ce cas, puisque zz = —180, alorson a xt = ——— =36, douy =7 — x = —29.
Si7+ z= -2, alors z = —9.

—180
Dans ce cas, puisque zz = —180, alorson ax = —— =20, douy=7— 2 = —13.

On peut confirmer par substitution que (x,y,z) = (36,—29,—5) et (z,y,2z) = (20,—13,-9)
vérifient bel et bien le systeme d’équations de 1’énoncé.
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Puisque S est la somme des valeurs possibles de y, alors S = (—29) + (—13) = —42, d’ou
-5 =42.
REPONSE : (E)

20. Soit ST =a et ZSTR =10.
Puisque le triangle RST est rectangle en S, alors ZT'RS = 90° — 6.
Puisque PRTY et W RSU sont des carrés, alors ZPRT = ZW RS = 90°.
Donc, ZQRW + LW RT = /WRT + ZTRS, dou ZQRW = ZTRS = 90° — 0.
Puisque PQXY est un rectangle, alors ZPQX = 90°, d’ou le triangle WQ R est donc rectangle
en Q.
On a donc ZQW R =90° — ZQRW = 90° — (90° — 0) = 6.

Lo
0 R
w
Y
XV
0
U TaS

On considere le triangle RST.

Puisque ST = a et que ZSTR = 0, alors cosf = %, d'ott RT = —2

RS cos 6
De plus, tanf = —, d’ou RS = atané.
a
a

Puisque PRTY est un carré, alors PY = PR = RT = 0
cos

Puisque W RSU est un carré, alors RW = RS = atan@.

On considere ensuite le triangle QRW .

R
Puisque RW = atan6 et que ZQW R = 6, alors sinf = , d’ot QR = atan@sinf.

atanf
On a donc
PQ =PR—-QR
- —atanfsind
cos
a sinf . 0
= —a- - sin
cos 4 cosf >
o a asin®6
~ cos# cos
_a(l —sin®0)
N cos 6
20
_ 4 (car sin® 6 + cos?f = 1)
cos

= acosf (car cos @ # 0)

Puisque le rectangle PQXY a une aire de 30, alors PQ - PY = 30, d’ou acosf - ¢

a® = 30.
Puisque a > 0, alors on a a = v/30 =~ 5,48. Parmi les choix de réponse, 5,5 est le choix le plus
pres de ST = a.

=30
cos 6 ou

REPONSE : (C)
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21.

22.

Puisque f(2) =5 et que f(mn) = f(m)+ f(n), alors f(4) = f(2-2) = f(2) + f(2) = 10.
Puisque f(3) =7, alors f(12) = f(4-3) = f(4)+ f(3) =10+ 7 = 17.

Bien que cela réponde a la question, existe-t-il réellement une fonction qui répond aux criteres ?
La réponse est oui.
Une fonction qui répond aux criteres de I'énoncé est la fonction f définie par f(1) = 0 et
f(2P3%r) = Bp 4+ Tq pour tous les entiers non négatifs p et ¢ et pour tous les entiers strictement
positifs r qui ne sont pas divisibles par 2 ou par 3. Pouvez-vous voir pourquoi cette fonction
répond aux criteres ?

REPONSE : (A)

L’aire totale du cone comprend 'aire de la base circulaire et 1'aire de la surface latérale.

La base circulaire du cone non peint a une aire de 7r* = 7(3 cm)? = 97 cm? tandis que sa

surface latérale a une aire de 7rs = 7(3 cm)(5 cm) = 157 cm?.

Dong, le cone non peint a une aire totale de 97 cm? + 157 cm? = 247 cm?.

Puisque la hauteur et la base sont perpendiculaires, les longueurs s, h et r forment un triangle
rectangle avec s pour hypoténuse.

Donc, d’apres le théoreme de Pythagore, h? = s* — r?* = (5 cm)? — (3 em)? = 16 cm?, d’ou
h =4 cm.

Lorsqu’on place le cone non peint dans le seau de peinture de maniere que la base circulaire du
cone repose a plat sur le fond du seau, la profondeur de la peinture dans le seau est de 2 cm.
Evidemment, la base circulaire (dont aire est de 97 cm?) est donc recouverte de peinture.

De plus, la partie inférieure de la surface latérale du cone est également recouverte de peinture.

A 2 cm
——
g -
3

La partie non peinte du cone est elle-méme un cone de hauteur 2.

Lorsque l'on effectue une coupe transversale verticale passant par l'apex du cone et par un
diametre de la base, le triangle formé au-dessus de la peinture est semblable au triangle initial
et a la moitié de ses dimensions. Les triangles sont semblables car les deux sont rectangles et
possédent un sommet (le sommet supérieur) en commun. Le rapport est de 2 : 1 puisqu’ils ont
4 cm et 2 cm pour hauteurs.

Donc, le cone non peint est de rayon 1,5 cm (la moitié du rayon initial de 3 c¢cm) et a une
génératrice (apotheme) de longueur 2,5 cm (la moitié de la longueur de la génératrice initiale,
soit 5 cm).

Donc, la surface latérale non peinte est la surface latérale d’un cone de rayon 1,5 cm et dont la
génératrice a une longueur de 2,5 cm; I'aire de la surface latérale d’un tel cone est donc égale a
7(1,5 cm)(2,5 cm) = 3,757 cm?.

Cela signifie que la surface latérale qui est recouverte de peinture a une aire de
157 em? — 3,757 cm? = 11,257 cm?. (Cela représente en fait les trois quarts de l'aire totale.
Pouvez-vous expliquer pourquoi cela est vrai d’'une maniere différente ?)

Donc, la fraction de la surface totale du cone qui est recouverte de peinture est égale a

97 cm® + 11,257 cm®* 20,25 81 27
247 cm?2 24 96 32
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23.

24.

27
Puisque la fraction 32 est irréductible, alors p + ¢ = 27 + 32 = 59.

REPONSE : (A)
Etant donné que chaque figure est formée en plagant deux copies de la figure précédente cote a
cote le long de la base, puis en ajoutant d’autres parties au-dessus, le nombre de points dans la
base de chaque figure est deux fois plus grand que dans la figure précédente.

Puisque chaque figure est un triangle équilatéral, le nombre de points dans la figure est égal a
la somme des entiers strictement positifs allant de 1 jusqu’au nombre de points dans la base
inclusivement. Autrement dit, si la base d’une figure comprend b points, alors la figure comprend
14+2+3+-+ (b—1)+ b points. Cette somme est égale & b(b+ 1). (Si cette formule pour la
somme vous semble peu familiére, pouvez-vous démontrer sa validité ?)

Puisque chaque figure est formée a 'aide de trois copies de la figure précédente et que tout
espace vide résultant est rempli avec des points ombrés, alors le nombre de points non ombrés
dans chaque figure est exactement trois fois le nombre de points non ombrés dans la figure
précédente.

Puisque chaque point est soit ombré soit non ombré, le nombre de points ombrés est égal au
nombre total de points moins le nombre de points non ombrés.

On peut donc construire le tableau suivant :

Figure | Points dans la base | Points dans la figure | Points non ombrés | Points ombrés

1 2 3 3 0

2 4 10 9 1

3 8 36 27 9

4 16 136 81 55

5 32 528 243 285

6 64 2080 729 1351

7 128 8256 2187 6069

8 256 32896 6561 26 335

9 512 131328 19683 111645

Donc, la plus petite valeur de n telle que la Figure n comprend au moins 100000 points est
n=29.

Remarquons que puisque la Figure 1 a 2 points dans sa base et que le nombre de points dans la
base de chaque figure subséquente est le double du nombre de points dans la figure précédente,
alors la Figure n a 2™ points dans sa base.
Etant donné que la Figure 1 a 3 points non ombrés et que le nombre de points non ombrés dans
chaque figure subséquente est trois fois le nombre de points non ombrés dans la figure précédente,
alors la Figure n comprend 3" points non ombrés.
Donc on peut développer une formule représentant le nombre de points non ombrés dans la
Figure n ; soit la formule %2”(2” + 1) — 3" que l'on peut écrire sous la forme 2271 4 2n~1 — 37,
ce qui correspond aux nombres dans le tableau ci-dessus.

:(B)

Les courbes définies par les équations y = ax? +2bx —a et y = 2? se coupent exactement lorsque
I’équation

REPONSE

ar?® + 2bx —a = 22

admet au moins une solution réelle.
Cette équation admet au moins une solution réelle lorsque I’'équation quadratique

(a—1)2* +2bx —a=0
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admet au moins une solution réelle.
(Remarquons que lorsque a = 1, cette équation est linéaire tant que b # 0 et admettra donc au
moins une solution réelle.)
Cette équation quadratique admet au moins une solution réelle lorsque son discriminant est non
négatif ; ¢’est-a-dire lorsque

(2b)* — 4(a — 1)(—a) >0

A Paide de manipulations algébriques, on obtient les inéquations équivalentes suivantes :
4a® — da +4b*> > 0
a>—a+b>>0

a® —a+ % + b

@’ —2a(3) + ()" + ¥’

(a—3)*+b?

(AVARRAVA
[

Vv
T~

e
Donc, il faut déterminer la probabilité pour qu'un point (a, b) vérifie (a — £)? +b* > (3)? étant
donné qu'il vérifie a® + b* < (3)°.

L’équation (z — 3)* + y? = (3)? représente un cercle de centre (3,0) et de rayon 3.
L’inéquation (z — 3)* 4+ y* > (3)? représente la région en dehors de ce cercle.

L’équation z? 4+ y* = (5)? représente un cercle de centre (0,0) et de rayon 3.
L’inéquation 2? + y? < (3)? représente la région a lintérieur de ce cercle.

En reformulant le probleme d’une maniere géométrique équivalente, on veut déterminer la pro-
babilité pour qu'un point (a,b) soit situé d lextérieur du cercle de centre (3,0) et de rayon %
étant donné qu'il est situé a l’intérieur du cercle de centre (0,0) et de rayon %

Remarquons que que chacun de ces deux cercles passe par le centre de 'autre cercle.

y y

™, AN
QL

En d’autres termes, on veut déterminer la fraction de I'aire du cercle ayant pour centre l'origine
qui est en dehors du cercle ayant (%, 0) pour centre. Cette région est ombrée dans la premiere
figure ci-dessus.

Soit r = %
Chaque cercle a une aire de 772,
Pour déterminer 'aire de la région ombrée, on soustrait 1’aire de la région non ombrée de I'aire
du cercle. Par symétrie, 'aire de la région non ombrée située en dessous de ’axe des abscisses
est égale a I'aire de la région ombrée située au-dessus de I'axe des abscisses.

Dans la deuxieme figure ci-dessus, 1’origine est représentée par O, le point ou le cercle de centre
O coupe 'axe des abscisses est représenté par B tandis que le point ou les deux cercles se coupent
dans le premier quadrant est représenté par A. La région non ombrée située au-dessus de I'axe
des abscisses est composée du triangle AOB et de deux régions curvilignes.

Puisque OA et OB sont des rayons du cercle de centre O, alors OA = OB =r.
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25.

Puisque AB est un rayon du cercle de centre B, alors AB = r.

Cela signifie que le triangle OAB est équilatéral et a donc trois angles dont chacun a une mesure
de 60°.

Lorsqu’on combine le triangle OAB avec la région curviligne située au-dessus et a la droite du
triangle OAB, on obtient un secteur du cercle de centre O et un angle au centre mesurant 60°.
Puisque 60° est % de 360°, ce secteur est % du cercle entier et a donc une aire égale a %71’7“2.

De méme, lorsqu’on combine le triangle OAB avec la région curviligne située au-dessus et a la
gauche du triangle OAB, on obtient un secteur du cercle de centre B et un angle au centre
mesurant 60°; ’aire de ce secteur est donc égale a %71’7“2.

Si K est laire du triangle équilatéral OAB, chaque région curviligne a donc une aire égale a
%m‘z — K. On a donc que l'aire de la région non ombrée située au-dessus de I'axe des abscisses
est égale a 2(3mr? — K) + K, soit smr? — K.

Donc, l'aire totale de la région non ombrée située a l'intérieur du cercle ayant une aire de 7r
est égale a %71’7“2 — 2K, d’ou on a donc que l'aire de la région ombrée située a I'intérieur du cercle
est égale & 71?2 — (37r% — 2K), soit smr? + 2K.

Pour terminer, on doit utiliser 'aire d’un triangle équilatéral ayant des cotés de longueur r.

Cette aire est égale a ‘[ 2. (Pour le voir, on peut diviser le triangle équilatéral en deux triangles

2

remarquables 30°—60°—90° a l'aide d'un segment de droite. En utilisant le rapport entre les lon-

gueurs des cotés des triangles remarquables, on a que le segment de droite a une longueur égale

a %7‘ d’ot1 on a donc que le triangle équilatéral a une aire égale a r(\f) ou ‘f 2)

Donc, la fraction du cercle qui est ombrée est égale a

smr? 4 ‘/757“2 T+ ‘/7?: 21 + 3/3
27 - _ ~ 0,609
s 67

r

Dong, la probabilité, p, pour qu'un point (a,b) remplisse les conditions données est & peu pres
égale a 0,609. Donc, 100p =~ 60,9.
Parmi les choix de réponse, 61 est le choix le plus pres.

REPONSE : (E)

Soit a, b et ¢ des entiers strictement positifs tels que abc = 22 -3%2-52.72.11%2.132 . 17% - 192
On détermine le nombre de triplets (a,b,c) ayant cette propriété. (Pour l'instant, on ignore la
relation entre les grandeurs des entiers dans I’énoncé du probleme.)

Puisque le produit abc a deux facteurs 2, alors a, b et ¢ ont un total de deux facteurs 2.

Ceci peut se produire de 6 manieres : a admet les deux facteurs, b admet les deux facteurs, ¢
admet les deux facteurs, a admet I'un des facteurs tandis que b admet 'autre, a admet I'un des
facteurs tandis que ¢ admet 'autre ou b admet I'un des facteurs tandis que ¢ admet I'autre.

De méme, on peut distribuer chacun des autres carrés de facteurs premiers de 6 manieres.
Puisque abc comprend exactement 8 carrés de facteurs premiers et que chacun peut étre distribué
de 6 manieres, alors il y a 6% manitres par lesquelles on peut construire des triplets (a,b,c) a
I'aide des facteurs premiers. Donc, 6% triplets (a,b, c) ont le produit désiré.

On inclut ensuite la condition qu’aucun couple de a, b et ¢ ne devrait étre égal. (Remarquons
que a, b et ¢ ne peuvent pas tous étre égaux car leur produit n’est pas un cube parfait.)

On compte le nombre de triplets ayant un couple égal et on soustrait ce nombre de 68.

On effectue cette étape en comptant le nombre de ces triplets ayant a = b. Par symétrie, le
nombre de triplets ayant a = ¢ et b = ¢ sera égal a ce total.

Afin d’avoir a = b, a # ¢ et b # ¢, alors pour chacun des facteurs premiers au carré p? de abe,
soit p? est distribué en tant que p et p dans chacun de a et b, soit p? est distribué a c.

Donc, on peut distribuer chacun des 8 facteurs premiers au carré p? de 2 manieres, d’olt on a
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donc 28 triplets (a, b, c) tels que a = b, que a # ¢ et que b # c.

De méme, il y a 28 triplets tels que a = ¢ et 28 triplets tels que b = c.

Dongc, il y a 68 — 3 - 28 triplets (a,b, ¢) ayant le produit désiré et qui sont tels qu'aucun deux de
a, b, ¢ ne sont égaux.

Le probleme initial voulait que 1’on détermine le nombre de triplets (x,y, z) d’entiers strictement
positifs tels que abc = 2%-32.52.72.112.132. 17 - 19% et que z < y < 2.
Pour convertir les triplets (a,b,c) n’ayant pas une ordre de taille aux triplets (z,y,z) ayant
r <y < z on divise par 6. (Chaque triplet (z,y,2) correspond a 6 triplets (a,b,c) d’entiers
strictement positifs distincts sans ordre de taille.)
Donc, le nombre total de triplets (x,y, z) ayant les propriétés requises est égal a
N =3(6°—3-2%) =6"— 2" = 279808
Lorsqu’on divise N par 100, on obtient 8 comme reste.
REPONSE : (C)
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1. Puisque OPQR est un rectangle dont deux cotés sont situés sur les axes, ses cotés sont donc
verticaux et horizontaux.
Puisque P(Q) est horizontal, () et P ont la méme ordonnée, soit 3.
Puisque QR est vertical, ) et R ont la méme abscisse, soit 5.
Dong, les coordonnées de @ sont (5, 3).
REPONSE : (B)

2. Ona:
3 % 2020 + 2 x 2020 — 4 x 2020 = 2020 x (3 4+2 —4) = 2020 x 1 = 2020

Par ailleurs :

3 x 2020 4 2 x 2020 — 4 x 2020 = 6060 4 4040 — 8080 = 10 100 — 8080 = 2020
REPONSE : (E)

3. On développe et simplifie pour obtenir (z + 1) —2? = (2?2 + 2x + 1) —2? =22 + 1.
REPONSE : (A)

4. La suite d’Ewan commence par 3 et chaque nombre subséquent est 11 de plus que le nombre
précédent.
Puisque chaque nombre dans la suite est égal a un multiple de 11 de plus que 3, alors, par la
commutativité, chaque nombre dans la suite est 3 de plus qu’un multiple de 11. De plus, chaque
tel entier strictement positif parait dans la suite d’Ewan.
Puisque 110 = 11 x 10 est un multiple de 11, alors 113 = 110 + 3 est 3 de plus qu'un multiple
de 11 et parait donc dans la suite d’Ewan.
Par ailleurs, on peut dresser la liste des termes de la suite d’Ewan de maniere a atteindre la
fourchette dans laquelle sont situés les choix de réponse :

3,14, 25,36, 47, 58, 69, 80,91, 102, 113,124, . . .
REPONSE : (A)

VBI+ V8L [9+

9
5 Ona 5 = 5 =49 =3.

REPONSE : (A)

6. Puisque 12 et 21 sont des multiples de 3 (12 =4 x 3 et 21 =7 x 3), donc ni (A) ni (D) n’est le
bon choix de répoonse.
16 est un carré parfait (16 = 4 x 4) donc (C) n’est pas le bon choix de réponse.
Les chiffres de 26 ont une somme de 8. Ce dernier n’étant pas un nombre premier, (E) n’est donc
pas le bon choix de réponse.
Puisque 14 n’est pas un multiple de trois, puisqu’il n’est pas un carré parfait et puisque la somme
de ses chiffres est égale & un nombre premier (144 = 5), alors (B) est le bon choix de réponse.

REPONSE : (B)

7. Puisque W XY est un angle plat, alors p°+¢°+7°+s°+t° = 180°. Donc, p+q+7r+s+t = 180.
Afin de calculer la moyenne des nombres p, ¢, 7, s et t, on additionne les cinq nombres et on
divise par 5.

. Ptqtr+s+t 180

Donc, la moyenne de p, q, 7, s, et t est égale a 3 36.

REPONSE : (B)
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8.

10.

Puisque 8 = 2 x 2 x 2 = 23 alors 820 = (23)20 = 23x20 = 260,
Donc, si 2" = 82°, alors n = 60.
REPONSE : (B)

On sait d’apres le théoreme de Pythagore qu’il existe une relation entre les mesures a, b et ¢ des
cotés d'un triangle rectangle telle que a? + b* = 2, ¢ étant la mesure de ’hypoténuse.
Puisqu'un carré ayant des cotés de longueur a a une aire de a2, le théoreme de Pythagore peut
étre reformulé de la maniere suivante : la somme des aires des carrés que I'on peut dessiner sur
les deux cotés les plus courts est égale a 1’aire du carré que 'on peut dessiner sur ’hypoténuse.
(Donc, dans la figure ci-dessous, z + y = z, x, y et z étant les aires des carrés.)

Dans la figure donnée, cela signifie que 'aire du carré vide et non ombré est égale a 8 + 32 = 40.

40

32

Donc, 'aire du carré ombré est égale a 40 + 5 = 45.
REPONSE : (B)

Selon le probleme, s et ¢ sont des entiers strictement positifs tels que s(s —t) = 29.
Puisque s et t sont positifs, alors s — t est inférieur a s.
Puisque s et 29 sont positifs et s(s —t) = 29, alors s — t doit également étre positif.
Puisque 29 est un nombre premier, on peut 1’écrire sous la forme d'un produit de deux entiers
strictement positifs d’une seule maniere, soit 29 = 29 - 1.
Puisque s(s —t) =29 et s > s — t, donc on doit avoir s =29 et s — ¢ = 1.
Puisque s =29 et s —t =1, alors t = 28.
Donc, s+t =29 4 28 = 57.
REPONSE : (C)
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11.

12.

13.

14.

Chacune des premiere et deuxieme colonnes contient 4 X, donc on doit déplacer au moins 2 X.
On peut atteindre cet objectif en déplacant 2 X.

Chacune des premiere et deuxieme rangées contient 4 X, donc en déplacant les 2 X situés sur la
diagonale principale, on enleve simultanément des X des premiere et deuxieme colonnes et des
premiere et deuxieme rangées.

Puisque la cinquieme colonne ne contient qu’un seul X au départ, on met les deux X que l'on a
déplacé dans les rangées de cette colonne qui ne contiennent que 2 X. On a donc :

O X |X|X
X0 (X X
XX X
X | X X

X[ X | X*

(Les cases dont les X ont été enlevés sont indiquées par des O tandis que les cases vers lesquelles
les X ont été déplacés sont indiquées par des X*.)
Donc, afin que chaque rangée et chaque colonne contienne exactement trois X, il faut déplacer
au minimum 2 X.

REPONSE : (B)

Harriet a parcouru les 720 premiers metres de la piste a une vitesse constante de 3 m/s, elle a
720 m
= 240 s.

3m/s
Sachant que Harriet a parcouru en tout 1000 m en 380 s, alors elle a parcourue le deuxieme
segment de la piste, soit une distance de 1000 m — 720 m = 280 m, en 380 s — 240 s = 140 s.

donc parcouru cette distance en

Sachant qu’elle a parcouru ce deuxieme segment de la piste & une vitesse constante de v m/s,

=vm/s, douv =2

REPONSE : (A)

Puisque tous les couples de nombres adjacents ont la méme somme, alors 2 +z =z + .
Donc, y = 2. On a donc la liste 2, z, 2, 5.
On a donc que tous les couples de nombre adjacents ont une somme de 2 +5 =7, donc x = 5.
Ainsi, z —y=5—-2=3.
REPONSE : (C)

Si les roses jaunes doivent représenter % du nombre total de roses, alors les roses rouges représentent

% du nombre total de roses.

Puisque 30 roses rouges représentent % du nombre total de roses, alors % du nombre total de

roses est égal a 30 =5 = 6. Donc, on a un nombre total de 6 x 7 = 42 roses.

Puisqu’il y a 42 roses dont 30 sont rouges et dont les restantes sont jaunes, alors on a 42—30 = 12

roses jaunes.

Puisqu’il y avait 19 roses jaunes au départ, Rad a di enlever 19 — 12 = 7 roses jaunes.
REPONSE : (E)
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15.

16.

17.

Lorsque N = 3z +4y+5z, x, y et z étant chacun égal a 1 ou a —1, il y a 8 combinaisons possibles
des valeurs de x, y et z :

x|y |z | N
101 ] 1] 12
101 |—-1] 2
1 |—-1] 1 4
1 (—-1]—-1| —6
—1] 1|1 6
-1/ 1[|-1] —4
—1]-1] 1 | =2
—1|—-1]-1]-12

D’apres le tableau ci-dessus, N ne peut étre égal a 0, N ne peut étre un nombre impair, N peut
étre égal a 4 et N est toujours un nombre pair.
Donc, parmi les quatre énoncés, un seul est vrai.

REPONSE : (B)

x x
On remarque que Y _ —+y = 1+y.
x xr x x
x
tY = 1+g se produit lorsque J est aussi grand que possible.
x x

La plus grande valeur possible de
x

Puisque la valeur de x est toujours négative et que celle de y est toujours positive, alors Yy aura
x
une valeur négative.

Donc, afin que Y soit aussi grand que possible, sa valeur négative doit étre aussi pres de 0 que
x

possible.
Puisque la valeur de = est négative et que celle de y est positive, cela se produit lorsque = est
aussi négatif que possible et lorsque y est aussi petit que possible; c¢’est-a-dire lorsque x = —4
et y = 2.

2 1 T
Donc, 1+ =3 est la plus grande valeur possible de + y'

— x

REPONSE : (E)

Puisque le triangle PQR est rectangle en @), 'aire du triangle est égale a % - PQ - QR.
Puisque le triangle a une aire de 30 et que PQ = 5, alors % -5-QR =30,dou QR = 30- % = 12.
D’apres le théoreme de Pythagore,

PR? = PQ*+ QR* =5+ 12> = 25 + 144 = 169

Puisque PR > 0, alors PR = /169 = 13.

Si on considere que le triangle PQR a pour base PR et pour hauteur Q).S, 'aire du triangle est

donc égale a % -PR-QS.

Puisque le triangle a une aire de 30 et que PR = 13, alors %~13-QS =30, dou QS = 30- % = %.
REPONSE : (A)
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18.

19.

20.

Soit W, X, Y, et Z les quatre équipes qui participent au tournoi.
Donc, il y eut un total de 6 matchs :

W contre X, W contre Y, W contre Z, X contre Y, X contre Z, Y contre Z

A la fin de chaque match, soit une équipe obtient 3 points pour une victoire et ’autre 0 point
pour une défaite (soit un total de de 3 points), soit chaque équipe obtient 1 point pour un match
nul (soit un total de 2 points)).
Puisqu’il y eut un total de 6 matchs, alors théoriquement le nombre maximal de points pouvant
étre attribués est 6 - 3 = 18 tandis que le nombre minimal de points pouvant étre attribués est
6-2=12.
En particulier, cela signifie qu’il n’est pas possible que le nombre total de points soit égal a 11.
On peut montrer que chacune des possibilités de pointage, de 12 a 18 points, est possible.
Donc, S ne peut pas étre égal a 11.

REPONSE : (C)

Lorsqu’on développe (3 + 2z + 2%)(1 + max + m?z?), on obtient les termes contenant z? de la
multiplication dune constante avec un terme contenant z2 ou de la multiplication de deux termes
contenant chacun z.

Autrement dit, le terme contenant x? sera

3-mPr? 4+ 2z - ma + 2 - 1 = 3m?z® + 2ma® + 2° = (3m?* + 2m + 1)2?

D’apres I’énoncé, le coefficient de 22 est égal & 1. On a donc 3m?+2m+1 = 1, d’ott 3m?+2m = 0
ou m(3m + 2) = 0. Cela signific que m = 0 ou m = —2.
Ces valeurs possibles de m ont une somme de —%.

REPONSE : (B)

Si Harry efface un point d’une face qui porte un nombre pair de points, cette face portera alors
un nombre impair de points.

Si Harry efface un point d’une face qui porte un nombre impair de points, cette face portera
alors un nombre pair de points.

Au départ, 3 faces portaient un nombre pair de points tandis que 3 faces portaient un nombre
impair de points.

Si Harry efface un point d’une face qui porte un nombre pair de points, alors 4 faces porteront
un nombre impair de points et 2 faces porteront un nombre pair de points. Dans ce cas, apres
un lancer, la probabilité que la face supérieure du cube porte un nombre impair de points est
égale a %.

Si Harry efface un point d’une face qui porte un nombre impair de points, alors 2 faces porteront
un nombre impair de points et 4 faces porteront un nombre pair de points. Dans ce cas, apres
un lancer, la probabilité que la face supérieure du cube porte un nombre impair de points est
égale a %.

Puisque les 6 faces du cube portent un total de 2 +3 4+ 4+ 5+ 6 + 7 = 27 points, alors la
probabilité que Harry efface un point de la face a 2 points est égale a 217 De méme, la probabilité
qu’il efface un point de la face a 3 points est égale a % et ainsi de suite.

Donc, on peut obtenir la probabilité que Harry efface un point de la face a 2 points puis que la
face supérieure du cube porte un nombre impair de points a la suite d'un lancer en multipliant
les probabilités des deux événements, soit 217 . % (puisque 4 faces portent un nombre impair de
points et 2 faces portent un nombre pair de points).

De méme, la probabilité que Harry efface un point de la face a 3 points puis que la face supérieure

du cube porte un nombre impair de points & la suite d’un lancer est égale & = - 1

27 " 3"
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21.

22.

On continue de la méme facon pour obtenir la probabilité que la face supérieure du cube porte
un nombre impair de points a la suite d’un lancer apres que Harry ait effacé un point :

2 2,3 1,4 2,5 1,6 2,7 1
w3t stym 3ty 3t 5t s

. , <2 /2 4 6 1(3 5 7y—-2,12,1 15 __ 8 , 5 _ 13
Ceciestégala 5 (+ 5+ 3)ts(srtmtm) =5 5+t3 7=95+x=2

REPONSE : (C)

2592
Si les trois nombres z, 36 et y ont un produit de 2592, alors x-36-y = 2592, d’ou zy = T 72.

Si x et y sont des entiers strictement positifs qui vérifient xy = 72, alors on a les possibilités
suivantes :

rly|rty
7211 73
36|2| 38
24 13| 27
1814 22
1216 18
98] 17

N’ayant attribué aucun ordre a z, 36 and y, on suppose que = > y.
Dans le probleme donné, on veut écrire quatre couples de nombres dans les cercles vides de
maniere que les 9 entiers dans les cercles soient tous différents les uns des autres et qu’ils aient
une somme qui soit aussi grande que possible.
Autrement dit, on veut choisir 4 des 6 couples dans le tableau ci-dessus (sachant qu’on ne peut
pas choisir le couple 36 et 2 puisque 36 est déja dans le cercle du milieu) afin que la somme soit
aussi grande que possible.
Puisqu’on a les sommes de chaque couple, on choisit les 4 couples dont les sommes sont les plus
grandes.
Cela signifie que les 9 entiers auront une somme de (72+1) + (24 +3) + (18 +4) + (12 +6) + 36,
soit 73 + 27 4 22 4+ 18 4+ 36 ou 176.

REPONSE : (B)

Puisque 2% + 3zy + y? = 909 et 322 + zy + 3y* = 1287, alors

(z° + 3zy + v°) + (32% + 2y + 3y*) = 909 + 1287
4a® + dxy + 4° = 2196
22 4+ zy + y? = 549

Puisque 22 4 32y + 3% = 909 et 22 + xy + y? = 549, alors

(2% 4 32y +9*) — (2% + zy + y*) = 909 — 549
2zy = 360
xy = 180



Solutions du concours Fermat 2020 Page 8

23.

Puisque 2% + 3zy + y? = 909 et zy = 180, alors

(2% + 3zy +9?) — 2y = 909 — 180
x? + 2zy + y? = 729
(z+y)* =27

Donc, x +y = 27 ou z + y = —27. On voit donc que x + y ne peut étre égal a 39, a 29, a 92 ou
a 41.
(Par ailleurs, on peut résoudre le systeme d’équations x + y = 27 et xy = 180 en isolant x et y
afin de montrer qu'’il existe des nombres réels = et y qui vérifient le systeme d’équations initial.)
Donc, (A) 27 est une valeur possible de = + y.

REPONSE : (A)

Solution 1

Puisque f(z) = ax + b pour tous les nombres réels x, alors f(t) = at + b, ¢t étant un nombre réel
quelconque.

Lorsque ¢ = bz + a, on obtient f(bx + a) = a(br + a) + b = abx + (a* +b).

De plus, on sait que f(bx + a) = x pour tous les nombres réels .

Cela signifie que abx + (a? + b) = x pour tous les nombres réels . Donc (ab— 1)z + (a®> +b) =0
pour tous les nombres réels x.

Pour que cela soit vrai, on doit donc avoir ab =1 et a® + b = 0.

De la seconde équation, b = —a?. On pose cette derniere dans la premiere équation pour obtenir
a(—a*)=1oua®=—-1,dotta=—1.

Puisque b = —a?, alors b= —1, dotta + b= —2.

Solution 2

Puisque f(x) = ax+b pour tous les nombres réels z, donc lorsque z = a, on obtient f(a) = a®+0.
Puisque f(bx 4+ a) = x pour tous les nombres réels z, donc lorsque x = 0, on obtient f(a) = 0.
Lorsqu’on pose la seconde équation de f(a) dans la premiere, on obtient a® + b= 0 ou b = —a>.
D’ou f(z) = ax — a® pour tous les nombres réels z et f(—a’z + a) = x pour tous les nombres
réels x.

Puisque f(—a?z + a) = z pour tous les nombres réels z, donc lorsque # = —1, on obtient
fla*+a)=—1.

Puisque f(z) = ax — a® pour tous les nombres réels x, donc lorsque # = a? + a, on obtient
f(a®>+a) = a(a® + a) — a®.

Lorsqu’on pose la seconde équation de f(a®+a) dans la premicre, on obtient a(a*+a) —a? = —1
oua® = —1.

Puisque a est un nombre réel, alors a = —1.

Puisque b = —a?, alors b= —1, dotta + b= —2.

On peut vérifier : si f(x) = —z — 1, alors f(—z — 1) = —(—z — 1) — 1 = z, ce qu’il fallait
démontrer.

REPONSE : (E)
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24. Soit O le centre du grand cercle.
Supposons que le cercle de centre X touche : le grand cercle au point 9, le cercle de centre Y au
point T' et le cercle de centre Z au point U.
Supposons que les cercles de centres Y et Z se touchent au point A et qu’ils touchent le grand

cercle respectivement aux points B et C.
Onjoint XaY, XaZ eY aZ.

(Remarquez qu’on a redessiné le diagramme afin que le cercle de centre X semble réellement
passer par le centre du grand cercle.)

Puisque les cercles sont tangents en points 1" et U, les segments de droite XY et XZ passent
respectivement aux points 7' et U.

De plus, XY = XT+TY = 147 puisque les cercles de centres X et Y ont pour rayons respectifs
1etr.

De méme, XZ =1+r.

De plus, YA=ZA =Y B = ZC = r puisque ces derniers sont les rayons des deux cercles.
Lorsqu'un cercle est situé a l'intérieur d’'un autre cercle et que les deux cercles se touchent en un
point, alors les rayons des deux cercles qui passent par ce point sont confondus car les cercles ont
une tangente commune au point ot ils se touchent et cette tangente commune est perpendiculaire
a chacun des rayons.

Puisque le cercle de centre X touche le grand cercle au point S, alors X est situé sur OS.
Considérons le diametre du grand cercle qui passe au point X.

Puisque le cercle de centre X passe au point O, alors le rayon du grand cercle est deux fois plus
grand que celui du cercle de centre X. Donc le grand cercle a un rayon de 2.

De plus, sachant que le cercle de centre X a un rayon de 1, XO = 1.

On joint ensuite O a B. Puisque les cercles de centres O et Y se touchent au point B, alors OB
passe au point Y. Cela signifie que OY = OB — BY =2 —r. De méme, OZ =2 —r.

De plus, par symétrie, le diametre du grand cercle qui passe au point X passe aussi au point A,
soit le point ou les deux petits cercles se touchent :

De maniere plus formelle, on trace la tangente commune aux cercles de centres Y et
Z au point de contact A.

Etant tangente aux deux cercles, cette droite est donc perpendiculaire a Y Z.
Puisque le triangle OY Z est isocele avec OY = OZ et que A est le milieu de sa base
Y Z, sa hauteur est la droite menée de A jusqu’a O.

De méme, puisque le triangle XY Z est isocele avec XY = X Z et que A est le milieu
de sa base Y Z, sa hauteur est la droite menée de A jusqu’a X.

Puisque la droite perpendiculaire a Y Z qui passe au point A passe aussi aux points O
et X, on la considere comme étant le diametre du grand cercle qui passe au point X.
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On considere les triangles XY A et OY A, chacun étant rectangle en A.
D’apres le théoreme de Pythagore,

OA=VOY2-YA2=\/2—r2—12=VA—dr+r2—r2=4—4r
De nouveau, d’apres le théoreme de Pythagore,
XA?+YA? = XY?
(XO+O0A? +71% = (1+71)°
(1+VA—dr)=1+2r+7>—7°

1+2v4—dr4+(4—4r)=1+2r

2vV/4 —4r =6r —4

Vi—dr=3r-2

4 —4r = (3r — 2)? (on a elevé chaque membre au carré)
4—4r =91 —12r +4
8r = 9r?

Puisque r # 0, alors 9r = 8, d’oti r = 5 ~ 0,889.
Parmi les choix de réponse, 0,889 est plus pres de (E) 0,89.
REPONSE : (E)
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25. On considere un cube de dimensions 1 x 1 x 1.

On associe un triplet (z,y, z) de nombres réels qui vérifient 0 <z <1, 0<y<let0<z<1a
un point a l'intérieur du cube; x étant la longueur du segment de droite qui est perpendiculaire
a la face de gauche du cube et qui joint le point a cette face, y étant la longueur du segment de
droite qui est perpendiculaire a la face de devant du cube et qui joint le point a cette face et z
étant la longueur du segment de droite qui est perpendiculaire a la face de dessous du cube et
qui joint le point a cette face.

Ce point a donc pour coordonnées (x,y, z). Donc, I'action de choisir trois nombres réels z, y et
z de 0 a 1 au hasard et indépendamment les uns des autres est équivalente a l'action de choisir
au hasard et uniformément un point (z,y, z) a l'intérieur du cube ou sur ce dernier.

x ()2
4= »

Afin de choisir des valeurs de z, de y et de z qui vérifient les conditions —1 < z —y < %

et —% <zr—z< %, on doit imposer des restrictions sur les points a l’intériefn" du cube. Ces
restrictions délimitent donc une région a I'intérieur du cube.

La probabilité quun point choisi au hasard a l'intérieur de ce cube remplisse les conditions
données sera égale au volume de la région définie par les conditions divisée par le volume du
cube entier.

Puisque le cube a un volume de 1, alors la probabilité sera égale au volume de la région définie
par ces conditions.

Considérons la région dans le plan cartésien (le plan zy) définie par —% <zr—y< %

On peut réarranger les termes de 'inégalité pour obtenir x — % <y<zx+ % Cela signifie qu'un
point (x,y) qui vérifie ces conditions est situé au-dessus de la droite d’équation y = = — % et en
dessous de la droite d’équation y = = + %

En imposant les restrictions 0 < x < 1 et 0 <y < 1, on obtient la région :

y 7
T e (1,1
0, % 7
©.%), /(1,1/2)
> X
O 7 (%,0)
_1/2 //

Puisqu'un point (z,y, z) dans la région vérifie —% <r—y< %, ces conditions nous permettent
de < découper > le cube de la méme maniere que celle dans la figure ci-dessus tout en gardant
la partie qui ressemble a la région ci-dessus. Les points restants sont exactement ceux qui rem-
plissent cette condition.



Solutions du concours Fermat 2020 Page 12

De méme, on réarrange les termes de 1'inégalité —% <r—2z2< % pour obtenir x — % <z<z+ %,
qui a la méme forme dans le plan xz.

Par conséquent, on peut couper le cube d’avant en arriere de maniere a ressembler a cette forme.
On doit maintenant déterminer le volume de la région restante.

Afin de déterminer le volume de la région, on sépare le cube 1 x 1 x 1 en huit cubes chacun de

: : 1 1 1
dimensions 5 X 5 X 3.
7
(S
| /7 1 |
; —— I
Ry EE
| 7 | 171 17
T P i S A
s | 1, | s |
i Bttt Rl G
z I —t— +
| o I/
A
I
|// y
X—>

Lorsqu’on découpe ce cube selon les restrictions de I'inégalité x — % <y<z+ %, les deux cubes
de l'arriere gauche et les deux cubes de I’avant droit sont coupés en deux.

‘1
R
1 /7 1 |
T —T— I
1 Fo=l— 1 — =
17 IR 1/
/'L___"_/I‘_I___/(
! | ;01
i St e B I
z 1 1 |/' 1
I Lo I/
/7
___:._,_____
’
3 y

Lorsqu’on découpe ce cube selon les restrictions de I'inégalité x — % <z<z+H+ %, les deux cubes
supérieurs de gauche et les deux cubes inférieurs de droite sont coupés en deux.
Les huit petits cubes sont coupés comme suit :

Petit cube Coupéparx—%<y<x+% Coupéparx—%<z<:z:+%

Avant inférieur gauche Non Non
Avant inférieur droit Oui Oui
Arriere inférieur gauche Oui Non
Arriere inférieur droit Non Oui
Avant supérieur gauche Non Oui
Avant supérieur droit Oui Non
Arriere supérieur gauche Oui Oui
Arriére supérieur droit Non Non

On peut donc considérer les petits cubes comme suit :

e Les cubes avant inférieur gauche et arriere supérieur droit : ces cubes ne sont coupés par
.. . 1\3
aucune restriction et contribuent donc (—)

2

8

= L au volume du solide.
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e Les cubes arriere inférieur gauche, arriere inférieur droit, avant supérieur gauche et avant
supérieur droit : ces cubes ne sont coupés que par I'une des deux restrictions. Donc ces cubes

contribuent 3 de leur volume (soit &

chacun) au volume du solide.

/

-/

/]

/

e Les cubes arriere supérieur gauche et avant inférieur droit : Chacun de ces cubes est coupé en
deux par les deux restrictions. La premiere restriction coupe le cube en un prisme triangulaire
dont le volume est la moitié de celui du petit cube, soit %6. La seconde restriction coupe ce
prisme triangulaire de maniere a en créer une pyramide a base carrée. La base carrée de la
pyramide a des cotés de longueur % tandis que la hauteur de la pyramide est de % La pyramide

1 1 1 1

3

1

a donc un volume de 51

Donc, le volume du solide est égal a 2 -

Ainsi, la probabilité requise est égale a

REPONSE
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1.

Puisque 10 est le plus grand multiple de 5 qui est aussi inférieur a 14, alors 14 — 10 = 4, ainsi
lorsqu’on divise 14 par 5, il y a un reste de 4.
REPONSE : (E)

On développe 'expression afin d’obtenir 20(z +y) — 19(y + ) = 202 4+ 20y — 19y — 19z = x +y
pour toutes les valeurs de x et de y.
REPONSE : (B)

On évalue afin d’obtenir 8 — % =8 — g =8 -3=05.
REPONSE : (A)

Le segment de la droite numérique qui se trouve entre les valeurs de 3 et de 33 a une longueur
égale a 33 — 3 = 30.
Puisque ce segment est divisé en six parties égales, la longueur de chaque partie est égale a
30+6=5.
Le segment PS comprend trois telles parties et a donc une longueur égale a 3 x 5 = 15.
Le segment T'V comprend deux telles parties et a donc une longueur égale a 2 x 5 = 10.
Ainsi la somme des longueurs de PS et TV est de 15 + 10, soit 25.
REPONSE : (A)

Puisqu’il y a 60 minutes dans une heure, alors 20 minutes représentent % d’une heure.
Puisque Mike fait du vélo a une vitesse constante de 30 km/h, il va donc parcourir % x 30 km
ou 10 km en % d’une heure.

REPONSE : (E)

Supposons que SU = UW =W R =1b et que PS = h.

Puisque la largeur du rectangle PQRS est égale a 3b et que sa hauteur est égale a h, donc son
aire est égale a 3bh.

Puisque SU = b et que la distance qui sépare les cotés paralleles PQ et SR est égale a h, donc
laire du triangle STU est égale a %bh. De méme, les triangles UVW et W X R ont tous les deux
des aires égales a %bh.

3 x 1bh 1

Soh solt >

REPONSE : (C)

Ainsi, la fraction de l'aire du rectangle PQRS qui est ombrée est égale a

Puisque la ville de Cans est située au nord de la ville d’Ernie, donc la ville d’Ernie n’est pas celle
qui est située la plus au nord.

Puisque la ville de Dundee est située au sud de la ville de Cans, donc la ville de Dundee n’est
pas celle qui est située la plus au nord.

Puisque la ville d’Arva est située au sud de la ville de Blythe, donc la ville d’Arva n’est pas celle
qui est située la plus au nord.

Puisque la ville d’Arva est située au nord de la ville de Cans, donc la ville de Cans n’est pas celle
qui est située la plus au nord.

La seule possibilité qui reste est que Blythe soit la ville la plus au nord.
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10.

11.

L’arrangement suivant est le seul qui satisfait les conditions énoncées dans le probleme :

Blythe
Arva
Cans

Dundee
Ernie

REPONSE : (B)

On remarque que 8 X 48 x 81 = 23 x (24 x3) x 31 =27 x 3% = 22 x 2° x 3° = 22 x (2x 3)® = 22 x 6°.
Apres que 8 x 48 x 81 soit divisé par 6°, le quotient ne contient aucun facteur de 3 et donc aucun
facteur de 6 ne peut étre retiré a partir d’'une division ultérieure.
Ainsi, la plus grande valeur entiere possible de k qui admettrait 6 comme diviseur de 8 x 48 x 81
est k=5.

REPONSE : (C)

3 4

1
6_21 21 1, 7T _ 7
2 2724 48

1
1 1 )
La moyenne de 3 et 5 est égale a 8

+
2 7/
REPONSE : (E)

Il faut déterminer le plus petit nombre entier qui est supérieur a 30 000 ainsi que le plus grand
nombre entier qui est inférieur a 30 000. Ensuite, il faut déterminer lequel des deux est le plus
proche de 30 000.
Soit M le plus petit nombre entier que 'on peut créer a partir des chiffres 2, 3, 5, 7 et 8 qui
serait supérieur a 30000 et dans lequel chaque chiffre ne parait qu’une seule fois.
Puisque M est supérieur a 30000, son chiffre des dizaines de milliers ne peut étre inférieur a 3.
Afin que M soit aussi petit que possible (tout en restant supérieur a 30000), on lui attribue le
3 comme chiffre des dizaines de milliers.
Afin que M soit aussi petit que possible, son chiffre des milliers devrait étre aussi petit que
possible, on lui attribue donc la valeur de 2.
En suivant ce raisonnement, on lui attribue le 5 comme chiffre des centaines, le 7 comme chiffre
des dizaines, et le 8 comme chiffre des unités. Donc M = 32 578.
Soit m le plus grand nombre entier que l'on peut créer a partir des chiffres 2, 3, 5, 7 et 8 qui
serait inférieur a 30000 et dans lequel chaque chiffre ne parait qu'une seule fois.
Puisque m est inférieur a 30 000, son chiffre des dizaines de milliers doit étre inférieur a 3. Donc,
ce dernier doit étre un 2.
Afin que m soit aussi grand que possible (tout en restant inférieur a 30000), son chiffre des
milliers devrait étre aussi grand que possible, on lui attribue donc la valeur de 8.
En suivant ce raisonnement, on lui attribue le 7 comme chiffre des centaines, le 5 comme chiffre
des dizaines, et le 3 comme chiffre des unités. Donc m = 28 753.
Puisque M — 30000 = 2578 et que 30000 — m = 1247, alors m est le plus proche de 30 000.
Donc, N =m = 28753. Ce dernier a un 5 comme chiffre des dizaines.

REPONSE : (B)

La droite d’équation y = = — 3 a une pente de 1.

Afin de déterminer I’abscisse a l'origine de la droite d’équation y = x — 3, on pose y = 0 et on
résout afin d’obtenir x — 3 = 0 ou & = 3. Donc la droite ¢ a aussi une abscisse a l’origine de 3.
De plus, puisque les deux droites sont perpendiculaires I'une a ’autre, leurs pentes doivent avoir
un produit égal a —1. Cela signifie que la pente de la droite ¢ est égale a —1.



Solutions du concours Fermat 2019 Page 4

12.

13.

14.

La droite ¢ a une pente de —1 et le point (3,0) est situé sur la droite.
Cela signifie que ’équation de la droite £ est y — 0 = —1(z — 3) ou y = —x + 3.
Donc, 'ordonnée a l'origine de la droite £ est égale a 3.
REPONSE : (C)

Alberto a bien répondu a 70 % des 30 questions de la premiere partie.

Donc Alberto a bien répondu a 17—0% x 30 = 21 questions de la premiere partie.

Alberto a bien répondu a 40 % des 50 questions de la deuxieme partie.
40
100

En tout, Alberto a bien répondu a 21 + 20 = 41 questions parmi 30 + 50 = 80 questions.

Donc Alberto a bien répondu a x 50 = 20 questions de la deuxieme partie.

Cela représente un pourcentage de 5 x 100 % = 51,25 %.

Parmi les choix de réponse, (D) 51 % est le choix le plus proche.
REPONSE : (D)

Au moment ou Tanis vérifia I’heure, 8z minutes s’étaient écoulées depuis 7h00 et il ne restait
plus que 7z minutes avant 8h00.
De 7h00 a 8h00, il y a 60 minutes. Donc, 8x 4+ 7z = 60 d’ou 15x = 60 ou x = 4.
Etant donné que 8r minutes s’étaient écoulées depuis 7h00, donc 8x = 32 minutes s’étaient
écoulées depuis 7h00. Tanis a donc vérifié I'heure a 7h32. (On remarque d’ailleurs qu’a 7h32; il
ne restait plus que 28 = 7z minutes avant 8h00.)

REPONSE : (C)

Chacune des lettres A, B, C, D et E ne parait qu'une seule fois dans chaque colonne et dans
chaque rangée.

La lettre qui se trouve dans la deuxieme rangée de la premiere colonne ne peut pas étre un A,
un E, ou un B (car ces lettres se trouvent déja dans la colonne). Elle n’est aussi pas un C ou un
A (car ces lettres se trouvent déja dans la rangée).

La lettre qui se trouve dans la deuxieme rangée de la premiere colonne est donc un D.

Cela signifie que la lettre qui se trouve dans la quatrieme rangée de la premiere colonne doit étre
un C.

La lettre qui se trouve dans la deuxieme rangée de la cinquieme colonne ne peut pas étre un D,
un C, un A ou un E et doit donc étre un B.

Cela signifique que la lettre dans la deuxieme rangée de la deuxieme colonne doit étre un E.
En suivant le méme raisonnement, les lettres qui se trouvent dans la premiere rangée des 3° et
4¢ colonnes sont respectivement D et B.

Cela signifie que la lettre qui se trouve dans la premiere rangée de la deuxieme colonne doit étre
un C.

En suivant le méme raisonnement, la lettre qui se trouve dans la cinquieme rangée de la deuxieme
colonne doit étre un A.

De plus, la lettre qui se trouve dans la troisieme rangée de la deuxieme colonne doit étre un D.
Donc, la lettre qui va dans la case indiquée par le * doit étre un B.

On peut remplir le quadrillage de la maniere suivante :

ssli@)les|Rwiieg
pdivsliwllci k@)
el ivvl k@] w)
wlicslN@lie=glivy
@]iwjidivelies

REPONSE : (B)
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15.

16.

17.

Etant donné qu’il y a six boules rouges et trois boules vertes et qu'on en sélectionne quatre au
hasard, ces quatre boules pourraient étre :
e 4 boules rouges, ou
e 3 boules rouges et 1 boule verte, ou
e 2 boules rouges et 2 boules vertes, ou
e 1 boule rouge et 3 boules vertes.
Un groupe de 4 boules rouges n’a qu’'un seul arrangement visiblement différent.
Un groupe composé de 3 boules rouges et d'une boule verte n’a que quatre arrangements visible-
ment différents : dans les arrangements, la boule verte peut étre dans la 1™, 2°, 3° ou 4° position.
Un groupe composé de 2 boules rouges et de 2 boules vertes n’a que six arrangements visiblement
différents car les boules rouges peuvent se trouver dans les couples de positions suivantes : 17¢/2¢,
1re/3e, 1re/4¢e 2¢/3¢ 2¢/4° ou 3°¢/4°.
Un groupe composé d'une boule rouge et de 3 boules vertes n’a que quatre arrangements visible-
ment différents : dans les arrangements, la boule rouge peut étre dans la 1*¢, 2¢, 3° ou 4° position.
En tout, il y a1+ 4+ 6 + 4 = 15 arrangements visiblement différents.

REPONSE : (A)

Puisque x = 2y, on peut diviser la figure en 7 carrés qui mesurent y par y en tragant des lignes
pointillées qui sont paralleles aux divers cotés de la figure :

y

Etant donné que la figure a une aire de 252, alors 7y? = 252 ou y* = 36.
Puisque y > 0, donc y = 6.
Le périmetre de la figure est composé de 16 segments dont la longueur de chacun est égale a y.
Ainsi le périmetre est égal a 16 x 6 = 96.
REPONSE : (A)

On relie QU et SU.

Puisque PUT est un triangle équilatéral, alors PU = UT = TP.

Puisque PQRST est un pentagone régulier, alors QP = PT =T'S.

Donc, PU = QP et UT =TS. Cela signifie que QPU et STU sont des triangles isoceles.

R

P T

Les angles intérieurs d’un pentagone régulier ont tous la méme mesure de 108°.
Puisque ZUPT = 60°, donc ZQPU = LQPT — ZUPT = 108° — 60° = 48°.
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18.

19.

20.

Puisque QPU est un triangle isocele ou QP = PU, donc ZPQU = ZPUQ.
Ainsi, ZPUQ = £(180° — ZQPU) = 1(180° — 48°) = 66°.
A laide de la symétrie, ZTUS = 66°.
Enfin, ZQUS = 360° — LZPUQ — LPUT — ZTUS = 360° — 66° — 60° — 66° = 168°.
REPONSE : (B)

Soit n un entier positif a 7 chiffres qui comprend uniquement les chiffres 0 et 1 et qui est divisble
par 6.
Le premier chiffre de n (soit le chiffre tout a gauche) ne peut pas étre un 0, il doit donc étre
un 1.
Puisque n est divisible par 6, donc n est un nombre pair. Cela signifie que le dernier chiffre de
n (soit le chiffre le plus a droite) ne peut pas étre un 1, il doit donc étre un 0.
Ainsi, n prend la forme 1 pqr st0 ou les valeurs de p, de ¢, de r, de s et de t sont soit 0, soit 1.
n est divisible par 6 uniquement lorsqu’il est divisible a la fois par 2 et par 3.
Puisque n a un 0 comme chiffre des unités, il est donc divisible par 2.
n est divisible par 3 uniquement lorsque la somme de ses chiffres est divible par 3.
Les chiffres de n ont une somme qui est égale a 1 +p+q+1r+ s+ t.
Puisque les valeurs de p, de q, de r, de s et de ¢ sont soit 0, soit 1, donc 1 < 1+p+q+r+s+t < 6.
Ainsi, n est divisible par 3 uniquement lorsque 1 +p+ q+r + s+t est égal a 3 ou a 6.
C’est-a~dire, n est divisble par 3 quand exactement 2 valeurs parmi les valeurs de p,q,r, s et t
sont des 1 ou quand toutes les 5 valeurs de p, q,r, s,t sont des 1.
Les valeurs de p,q,r, s et t peuvent contenir deux 1 de dix fagons différentes : soit les couples
pq, pr,ps, pt,qr,qs, qt,rs,rt, st.
Par contre, si toutes les valeurs de p, ¢, 7, s,t sont des 1, ceci ne peut se produire que d’'une seule
facon.
Donc, il y a 1+ 10 = 11 entiers positifs a 7 chiffres qui comprennent uniquement les chiffres 0 et
1 et qui sont divisbles par 6.

REPONSE : (B)

On utilise I’équation fonctionnelle f(2x 4+ 1) = 3f(x) de maniere répétée :

On pose z = 1 afin d’obtenir f(3) =3f(1) =3 x 6 = 18.

On pose x = 3 afin d’obtenir f(7) =3f(3) =3 x 18 = 54.

On pose x = 7 afin d’obtenir f(15) = 3f(7) = 3 x 54 = 162.

On pose x = 15 afin d’obtenir f(31) = 3f(15) = 3 x 162 = 486.
On pose z = 31 afin d’obtenir f(63) = 3f(31) = 3 x 486 = 1458.

REPONSE : (D)

Supposons que le cercle de centre O a un rayon de 2 et que les sommets du triangle équilatéral
PQR sont situés sur le cercle.
On relie OP, OQ et OR. On relie O a M, ce dernier étant le point milieu du segment PQ).

P
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21.

Puisque le rayon du cercle est égal a 2, donc OP = OQ = OR = 2.

A Paide de la symétrie, ZPOQ = ZQOR = ZROP.

Puisque les trois angles ont des mesures dont la somme est égale a 360°, alors ZPOQ = ZQOR =

ZROP = 120°.

Puisque POQ est un triangle isocele ou OP = OQ) et que M est le point milieu du segment PQ),

donc OM est non seulement une altitude mais est aussi une bissectrice.

Donc, ZPOM = %APOQ = 60°. Cela signifie que POM est un triangle dont les angles ont des

mesures de 30°-60°-90°.

Puisque OP = 2 et est le coté opposé a I'angle de 90°, donc OM =1 et PM = /3.

Puisque PM = /3, donc PQ = 2PM = 2+/3.

Ainsi, le triangle POQ a une aire égale a % -PQ-OM = % 22V3-1=+/3.

Puisque les triangles POQ, QOR et ROP sont congruents, leurs aires sont pareilles.

Cela signifie que laire du triangle PQR est égale & trois fois Iaire du triangle POQ, soit 3v/3.
REPONSE : (A)

Solution 1

On commence par les chiffres des unités.

Puisque 4 x 4 = 16, donc T' = 6, on reporte ensuite le 1 a la colonne des dizaines.

Dans la colonne des dizaines, puisque 4 x 6 + 1 = 25, donc S = 5, on reporte ensuite le 2 a la
colonne des centaines.

Dans la colonne des centaines, puisque 4 X 5 + 2 = 22, donc R = 2, on reporte ensuite le 2 a la
colonne des milliers.

Dans la colonne des milliers, puisque 4 x 2 + 2 = 10, donc ) = 0, on reporte ensuite le 1 a la
colonne des dizaines de milliers.

Dans la colonne des dizaines de milliers, puisque 4 x 0 + 1 = 1, donc P = 1, on reporte ensuite
le 0 & la colonne des centaines de milliers.

Dans la colonne des centaines de milliers, 4 x 1 + 0 = 4, comme prévu.

Voici donc la multiplication :
102564

X 4
410256

Enfin, P+ Q+R+S+T=14+0+2+5+6=14.

Solution 2

Soit x 'entier a cinq chiffres PQRST'.

Cela signifie que PQRSTO0 = 10z, ainsi PQRST4 = 10x + 4.

De plus, 4PQRST = 400000 + PQRST = 400000 + z.

A partir de la multiplication, 4(10z + 4) = 400000 4+ z, d’ott 40z + 16 = 400000 + = ou

39z = 399 984.

4
59998 = 10256.

Puisque PQRST = 10256, alors P+ Q4+ R+ S+T=14+0+2+5+6=14.
REPONSE : (A)

Donc, x =
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22. Soit D la longueur du diametre du grand cercle. Soit d la longueur du diametre du petit cercle.
Puisque QP et V P sont respectivement les diametres du grand cercle et du petit cercle, alors
QV =QP—-VP=D—d.

Puisque QV =9, alors D —d = 9.
Soit C' le centre du petit cercle et relions C' a T'. Puisque D > d, C se trouve a la droite de O le
long de QP.

S

a
0 P

14 ol C

U

Puisque CT est un segment qui représente le rayon du petit cercle, donc C'T' = %d.

De plus, OC' = OP — C'P. Puisque OP et CP sont les rayons des deux cercles, donc OC =
1p 14,

Puisque SO est un segment qui représente le rayon du grand cercle et que ST = 5, donc
TO =S50 — ST = 4D —5.

Puisque QP et SU sont perpendiculaires 'un a 'autre, alors le triangle TOC' est rectangle en
0.

A Taide du théoreme de Pythagore,

TO? +0C?* = CT?
(50 -5+ (D —3d)° = (30)°
4(3D=5)"+4(3D - 3d)" =4 (3d)
(D —10)*+ (D —d)* = &
(D —10)* + 9* = &
81 = d* — (D — 10)?
81 = (d— (D —10))(d+ (D - 10))
81 = (d— D+ 10)(d + (D — 10))
81 = (10 — (D — d))(d + D — 10)
81 = (10 — 9)(d + D — 10)
81=d+ D —10
91=d+D

ainsi, les deux cercles ont des longueurs de diametres dont la somme est égale a 91.
REPONSE : (B)
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23. Considérons avant tout les entiers qui peuvent étre exprimés par la somme de quatre entiers
positifs consécutifs.
Le plus petit de ces entiers est donc 1+2+43+4 = 10 tandis que celui d’apres est 24+3+4+5 = 14.
On remarque qu’en passant de k+ (k+1)+ (k+2)+ (k+3) a (k+1)+(k+2)+ (k+3)+ (k+4),
la somme a augmenté de 4 (puisque les trois autres termes n’ont pas changé, on peut attribuer
ce changement a la différence entre le terme k + 4 et le terme k).
Ainsi, les entiers positifs qui peuvent étre exprimés par la somme de 4 entiers positifs consécutifs
sont les entiers de la suite arithmétique dont le premier terme est égal a 10 et dont la raison est
égale a 4.
Puisque n < 100, ces entiers sont

10, 14, 18,22, 26, 30, 34, 38, 42, 46, 50, 54, 58, 62, 66, 70, 74, 78, 82, 86, 90, 94, 98

Dong, il y a 23 tels entiers.

Considérons maintenant les entiers positifs n < 100 qui peuvent étre exprimés par la somme de
cing entiers positifs consécutifs.

Le plus petit de ces entiers est donc 1 +2 4+ 3 + 4 + 5 = 15 tandis que celui d’apres est
2+3+4+5+6=20.

En suivant le méme raisonnement que ci-dessus, ces entiers forment une suite arithmétique dont
le premier terme est égal a 15 et dont la raison est égale a 5.

Puisque n < 100, ces entiers sont 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90, 95, 100.
Quand on exclut les entiers qui paraissent déja dans la liste d’avant (30, 50, 70, 90), on obtient

15, 20, 25, 35, 40, 45, 55, 60, 65, 75, 80, 85, 95, 100

Donc, il y a 14 tels entiers.

Considérons maintenant les entiers positifs n < 100 qui peuvent étre exprimés par la somme de
six entiers positifs consécutifs.

Ces entiers forment une suite arithmétique dont le premier terme est égal a 21 et dont la raison
est égale a 6.

Puisque n < 100, ces entiers sont 21, 27, 33,39, 45,51,57,63,69, 75, 81, 87, 93, 99.

Quand on exclut les entiers qui paraissent déja dans la liste d’avant (45, 75), on obtient

21,27,33,39,51,57,63,69,81,87,93,99

Dong, il y a 12 tels entiers.

Puisque 1+2+3+44+5+6+74+8+9+ 10+ 11+ 12+ 13+ 14 = 105 et que ce dernier est
le plus petit entier qui puisse étre exprimé par la somme de 14 entiers positifs consécutifs, donc
aucun n < 100 n’est la somme d’au moins 14 entiers positifs consécutifs (car toute somme de 15
entiers positifs consécutifs sera forcément supérieure a 105 - cette somme ne fera qu’augmenter
au fur et & mesure qu’augmente le nombre d’entiers positifs consécutifs.)

Ainsi, si un entier n < 100 peut étre exprimé par la somme de s > 4 entiers consécutifs, alors
s < 13.

On dresse un tableau afin d’énumérer les n < 100 qu’on n’a pas encore énoncé et qui proviennent
des valeurs de sou 7 < s <13 :

s | Le n le plus petit Les n < 100 possibles Nouveau n

7 28 28,35,42,49,56,63,70,77,84,91,98 | 28,49, 56, 77,84, 91
8 36 36,44, 52,60, 68,76, 84,92, 100 36,44,52,68, 76,92
9 45 45,54, 63,72,81,90,99 72

10 55 55,65, 75,85,95 Aucun

11 66 66,77, 88,99 88

12 78 78,90 Aucun

13 91 91 Aucun
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24.

lyaentout 23+ 14+12+6+6+ 1+ 1 = 63 telles valeurs de n.
Que remarquez-vous a propos des valeurs de n qui ne peuvent pas étre exprimées de cette
maniere ?

REPONSE : (B)

Une équation quadratique a deux solutions réelles distinctes uniquement lorsque son discriminant
est positif.
Le discriminant de 1’équation quadratique x* — (r + 7)x +r + 87 = 0 est

A= (r+7)7?%—41)(r+87) = r* + 14r + 49 — 4r — 348 = r* 4+ 10r — 299

Puisque A = 72 + 10r — 299 = (r + 23)(r — 13) d’ott les racines r = —23 et r = 13, alors
A > 0 lorsque r > 13 ou r < —23. (On pourrait aussi examiner I'emplacement de la parabole de
I'équation y = 2% + 10z — 299 = (z + 23)(z — 13) afin de déterminer les intervalles ot elle serait
située au-dessus de 'axe des abscisses.)

De plus, les deux solutions de I’équation quadratique d’origine doivent étre négatives.
Si r > 13, donc I'équation z? — (r + 7)z + 7 + 87 = 0 est de la forme 22 — bz +c =0 ol b et ¢
sont tous les deux positifs.
Dans ce cas, si ¢ < 0, donc 22 > 0, —bx > 0 et ¢ > 0 d’olt 2 — bx + ¢ > 0.
Ainsi, il n’y a pas de solutions négatives si r > 13.
Donc logiquement, r < —23. Cette condition est nécessaire quoiqu’elle ne garantit pas des
solutions négatives.
On considere alors z? — (r + 7)x + r + 87 = (0 avec la condition r < —23.
Cette équation quadratique est de la forme 2% — bz + ¢ = 0 ot1 b < 0 et ot1 la valeur de c est
toujours inconnue (celle-ci pourrait étre positive, négative, ou égale a 0).
On sait par contre que cette équation a deux solutions réelles distinctes.
Soient s et t les solutions réelles de 1’équation quadratique z? — bz + ¢ = 0.
Cela signifie que les facteurs de 22 — bz + ¢ doivent étre x — s et = — t.
Autrement dit, (z — s)(z — t) = 2* — bz + c.
Donc,
(x—s)(z—t)=a2°—to —sv+st=a"— (s+t)x+st

Puisque (x—s)(z—t) = 22 —bx+c, donc, pour toutes valeurs de z, x* — (s+t)z+st = 22 — bz +c.
Cela signifie que b = (s +t) et que ¢ = st.
Puisque b < 0, donc s et ¢t ne peuvent pas étre tous les deux positifs car b = s 4 ¢.
Si ¢ = 0, donc soit s = 0, soit t = 0.
Si ¢ < 0, donc soit s est positif et ¢ est négatif, soit s est négatif et ¢ est positif.
Si ¢ = st est positif, alors s et ¢ sont soit tous les deux positifs, soit tous les deux négatifs. Par
contre, puisque b < 0, donc s et ¢t ne peuvent pas étre tous les deux positifs et doivent donc étre
tous les deux négatifs.
Sachant que I'équation 22 — bz + ¢ = 0 a deux racines réelles distinctes et que b < 0, la condition
que les deux racines soient négatives équivaut a la condition que ¢ > 0.
Donc ¢ = r + 87 d’ou ¢ > 0 seulement quand r > —87.
Enfin, cela signifie que 'équation ® — (r 4+ 7)x + r + 87 = 0 a deux racines réelles distinctes
négatives quand —87 < r < —23.
Cela signifie que p = —87 et que ¢ = —23 d’olt p? + ¢* = 8098.

REPONSE : (E)
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25. On utilisera dans cette solution deux résultats géométriques :

(i) L’inégalité triangulaire

Ce résultat stipule que chacune des inégalités suivantes est vraie pour le triangle ABC' :

AB + BC > AC AC + BC > AB AB+ AC > BC

A

B C

Ce résultat provient de 'idée que la distance la plus courte entre deux points est la longueur

du segment de droite qui relierait ces deux points.

Par exemple, la distance la plus courte entre le point A et le point C est égale a la longueur
du segment de droite qui relierait ces deux points, soit le segment AC. Donc, la longueur d’un
chemin qui meéne du point A au point C' mais qui passe par le point B (qui lui n’est pas situé
sur le segment AC') peut étre exprimée par AB + BC. Logiquement ce chemin est plus long

que le chemin en ligne droite AC', donc AB + BC' > AC.

(ii) Le théoréme de la bissectrice

Etant donné que ZQRT = ZSRT dans le triangle du probleme, on en déduit que RT est la
bissectrice de I'angle QQRS. Puisque RT est la bissectrice de 'angle QRS, le théoreme de la

RQ

bissectrice soutient que — =

TS RS’
R

O m T n S

On peut vérifier le théoreme de la bissectrice a ’aide de la loi des sinus :

. RQ QT
Dans le triangle RQT B '
ans le triangle RQT, on a sin(ZRTQ)  sin(ZQRT)
RS TS

Dans le triangle RST - '
ans le triangle M Gn(ZRTS) ~ sin(ZSRT)

On divise la premiere équation par la deuxieme afin d’obtenir :

RQsin(ZRTS)  QTsin(LSRT)

RSsin(/RTQ)  TSsin(ZQRT)

Puisque ZQRT = ZSRT, alors sin(ZQRT) = sin(£LS
Puisque ZRTQ = 180° — ZRT'S, alors sin(ZRTQ) =
RQ QT
A tir d t lité btient — = —
partir de ces trois égalités, on obtien 75 = T3
On procede maintenant a la résolution du probleme.

RT).

sin(ZRT'S).

comme voulu.
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A 10ad PR . . Q QT m
A T’aide du théoreme de la bissectrice, RS TS

Donc, on pose RQ) = km et RS = kn, k étant un un nombre réel ou k£ > 0.

A Paide de I'inégalité triangulaire , RQ) + RS > Q5.

Cela équivaut a 'inégalité km + kn > m +n ou k(m +n) > m + n.

Puisque m +n > 0, cela équivaut a k > 1.

On se sert de I'inégalité triangulaire une deuxieme fois afin de stipuler que RQ) + QS > RS.
Ceci équivaut a km +m +n > kn, d’'ou k(n —m) <n+m.

Puisque n > m, alors n —m > 0 d’ou on obtient k£ < Z+ Z

(Puisqu’on est déja conscient du fait que RS > R(Q), une troisieme application de 'inégalité
triangulaire ne fournira aucune information supplémentaire. Voyez-vous pourquoi ?)

Le périmetre, p, du triangle QRS est égal a RQ+ RS+ QS = km+kn+m+n = (k+1)(m+n).
Puisque k£ > 1, donc p > 2(m + n).

Puisque 2(m + n) est un entier, alors la plus petite valeur entiere possible de p est égale a
2m 4+ 2n + 1.

n+m
n—m

) n—+m
Puisque k < , alors p < (
n—m

+1> (n+m).

+m

n
Puisque n + m est un multiple de n —m, alors ( + 1) (n+m) est un entier. Donc la plus

n—m

+m

grande valeur entiere possible de p est égale a +1)(n+m)—1.
n—m

On peut atteindre toute valeur possible de p dans lintervalle de 2m + 2n + 1 a

n—+m . . Sy
( + 1) (n +m) — 1. On peut constater ceci en commencant par le point R (qui lui se
n—m

trouve presque au point T') et en 1’éloigant doucement de Q.S tout en préservant le rapport RS

jusqu’a ce que le triangle soit presque plat de maniere que RS soit situé le long de RQ) et de ().S.
On sait que la plus petite valeur entiere possible de p est égale a 2m + 2n + 1 et que la plus

+m+1) (n+m)— 1.
m

n
grande valeur entiere possible de p est égale a (

Le nombre d’entiers dans cet intervalle est égal a

((”+m+1> (n+m)—1> —(@m+2n+1)+1

n—im

A partir des informations fournies dans le probleme, le nombre de valeurs entieres possibles de
p est égal & m? +2m — 1.



Solutions du concours Fermat 2019 Page 13

On obtient donc les équations équivalentes suivantes :

((n+m+1> (n+m)—1) —@2m+22m+ ) +1=m+2m—1

o (("+m+1) (n—l—m)) — (2m +2n) = m® + 2m

n—m

((Z%*Z:Z) (”+m)) — (2m +2n) = m® + 2m

2
( o )(n+m)—2m—2n:m2+2m

n—m
2n? + 2
M—Qm—2n2m2+2m
n—m
2n? + 2 2 —
n’+2nm  2(n+m)(n m):m2+2m
n—m n—m
2n? 4+ 2nm  2n® — 2m? 9
= =m’ +2m
n—m n—m
2m? + 2
2w 4 2mm
n—m
2 2
M:m—|—2 (since m # 0)
n—m

2m+2n = (m+2)(n —m)
o2m +2n = nm + 2n —m? — 2m
0=mnm—m?—4m

0=m(n—m—4)

Puisque m > 0, alors n —m —4=0doun—m = 4.

Dans le but d’élaborer I’exemple d’un tel triangle, supposons que m = 2 et que n = 6.

n—+m . . PP N
Dans ce cas, = 2, d’ou 2n + 2m + 1 = 17 représenterait le plus petit périmetre et d’ou
n—m
n—+m , . foa s
( + 1) (n+m) — 1 = 23 représenterait le plus grand périmetre.
n—m

De 17 4 23, il y a 7 entiers. Cela équivaut & m? + 2m — 1 or 22 + 2(2) — 1 comme prévu.
REPONSE : (A)
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1. Ona:

2016 — 2017 + 2018 — 2019 + 2020 = 2016 + (2018 — 2017) + (2020 — 2019)
= 2016+ 141
= 2018

REPONSE : (D)

2. Puisque la températire maximale était de 14 °C et que la température minimale était de —11°C,
I'étendue des températures était de 14°C — (—11°C), ou 25°C.
REPONSE : (B)

3. L’expression (3z + 2y) — (3z — 2y) est égale a 3z + 2y — 3z + 2y, ou 4y.
Lorsque x = —2 et y = —1, cette expression a une valeur de 4(—1), ou —4.
REPONSE : (A)

4. La fraction % est entre 0 et 1.

La fraction 2—38 est équivalente a 9%. Elle est donc entre 9 et 10.
Les entiers supérieurs a % et inférieurs a 23—8 sont donc 1,2,3,4,5,6,7,8 et 9. Il y en a 9.
REPONSE : (B)

5, Si0=1,alors V=0Ux0OxQ=1x1x1=1, cequi est impossible puisque V et ¢ sont deux
entiers différents strictement positifs.
Si0=2alors V=0UxQx Q0 =2x2x2=28, ce qui est possible.
Si Q=3 alors V=0x0xQ=3x3x3 =27, ce qui est impossible puisque V doit étre
inférieur a 20.
Si © est supérieur a 3, alors V sera supérieur a 27, ce qui est impossible. Donc, © ne peut étre
supérieur a 3.
On adonc Q=2et V=8 Donc VxV=8x8 ouVxV =064
REPONSE : (D)

6. Puisque ZQRT = 158°, et que ZQRP = 180° — ZQRT, alors ZQRP = 180° — 158°, ou
ZQRP = 22°.
Puisque ZPRS = ZQRS et que ZQRP = ZPRS + ZQRS, alors ZQRS = %AQRP.
Donc ZQRS = 1(22°), ou ZQRS = 11°.
Puisque le triangle QSR est rectangle en @), alors ZQSR = 180° — 90° — ZQRS.
Donc ZQSR = 90° — 11°, ou ZQSR = T79°.
REPONSE : (E)

7. Puisque Bev a parcouru 312 km et qu’il lui reste 858 km a parcourir, la distance de Waterloo a
Marathon est de 312 km + 858 km, ou 1170 km.
Le point a mi-chemin entre Waterloo et Marathon est a %(1170 km) de Waterloo, ou 585 km de
Waterloo.
Pour atteindre ce point, il lui reste 273 km a parcourir (585 km — 312 km = 273 km).
REPONSE : (B)
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8.

10.

11.

12.

13.

Un segment est parallele a ’axe des abscisses lorsque ses extrémités ont la méme ordonnée.
La droite est donc parallele a I'axe des abscisses lorsque 2k + 1 = 4k — 5, ou 6 = 2k, ou k = 3.
(On peut vérifier que lorsque k& = 3, les points ont pour coordonnées (3,7) et (8,7).)
REPONSE : (A)
180

Puisque le rectangle PQRS a une aire de 180 et que SR = 15, alors PS = 12 (PS = T = 12).

Puisque PS =12, que US =4 et que PU = PS — US, alors PU =12 — 4, ou PU = 8.
Le triangle PUT est rectangle en U. D’apres le théoreme de Pythagore,

TU = VPT? — PU2 =102 -8 =36 =6

puisque T'U > 0. Dans le triangle PT'S, soit PS la base et TU la hauteur correspondante.
L’aire du triangle est égale & £(PS)(TU), ou £(12)(6), ou 36.
REPONSE : (B)

Pour tout nombre réel  non nul, on a z? > 0.
Puisque —1 < z < 0, alors z* < (—1)2, d’ott % < 1. Donc 0 < 2? < 1.
Parmi les choix de réponse, C' est le seul nombre entre 0 et 1.
REPONSE : (C)

Puisque % des boules dans le sac sont blanches et que toutes les autres boules sont rouges, alors
% des boules sont rouges.
Puisque 8 boules rouges représentent % de toutes les boules du sac et que 2 = 5 - %, alors le

6
nombre de boules blanches dans le sac est égal a 5 - 8, ou 40.
REPONSE : (C)

Il'yalcarré 1 x 1 qui contient le carré ombré, soit ce carré lui-méme.
Iy ad4carrés 2 x 2, 4 carrés 3 x 3 et 4 carrés 4 X 4 qui contiennent le carré ombré.

Il'yalcarré 5 x5 qui contient le carré ombré, soit le quadrillage 5 x 5 lui-méme.
En tout, il y a 14 carrés qui contiennent le carré ombré (1 +4+4+4+ 1= 14).
REPONSE : (E)

On cherche la premiere fois, apres 4:56, ou les chiffres de 1'heure seront consécutifs en ordre
croissant.

Il serait bon d’essayer 5:67, mais il ne s’agit pas d’'une heure valable.

De méme, I’heure ne peut pas commencer par un 6, un 7, un 8 ou un 9.

Une heure qui commence par 10 ou par 11 n’a pas ses chiffres consécutifs en ordre croissant.

Si I’heure commence par 12, on obtient ’heure 12:34. Il s’agit bien de la premiere fois apres 4:56.
On doit déterminer le nombre de minutes entre 4:56 et 12:34.

De 4:56 a 11:56, il y a 7 heures, c’est-a-dire 7 x 60 minutes, ou 420 minutes.

De 11:56 a 12:00, il y a 4 minutes. De 12:00 a 12:34, il y a 34 minutes.

Donc de 4:56 a 12:34, il y a 458 minutes (420 4+ 4 + 34 = 458).
REPONSE: (A)
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14.

15.

La droite d’équation y = x a une pente de 1 et elle passe au point (0, 0).
Lorsqu’on lui fait subir une translation, la pente n’est pas changée.
Lorsque la droite subit une translation de 3 unités vers la droite et de 2 unités vers le bas, tous
les points de la droite subissent cette translation. L'image du point (0,0) est donc (3, —2).
L’image de la droite a donc une pente de 1 et elle passe au point (3, —2).
Elle a donc pour équation y — (—2) = 1(x —3),ouy+2=2—3,ouy =x — 5.
Cette droite a pour ordonnée a l’origine —5.
REPONSE : (C)

Chaque nombre dans une case doit étre un diviseur du produit des nombres de sa rangée et un
diviseur du produit des nombres de sa colonne.

56

135

N 48

21 108 160

Deux seuls produits sont des multiples de 5, soit 160 et 135.

Donc, 5 doit paraitre dans la 3¢ case de la 2° rangée.

Donc, les deux autres nombres de la 2¢ rangée ont un produit de 27 (135 + 5 = 27).

Puisque tous les nombres dans les cases sont des entiers de 1 a 9, les deux autres nombres de la
2¢ rangée doivent étre 3 et 9.

Puisque 9 n’est pas un diviseur 21, 9 doit étre placé dans la 2¢ colonne.

Donc, les deux autres nombres de la colonne du milieu doivent avoir un produit de 12
(108 -9 = 12).

Donc, les deux autres nombres de cette colonne doivent étre 3 et 4, ou 2 et 6. (Ce sont les deux
paires de nombres de la liste qui ont un produit de 12.)

Puisque 3 parait déja dans le tableau, les nombres doivent étre 2 et 6.

Puisque 6 n’est pas un diviseur de 56, alors 6 ne peut pas paraitre dans la 1™ rangée.

Donc, 6 doit paraitre dans la 3° rangée. Donc N = 6.

On peut alors remplir le quadrillage comme suit :

7 2 4 |56

3 9 5 |135

21 108 160

REPONSE : (D)
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16. Solution 1
Si on place un point R de maniere que PQ) = QR = PR, on obtient un triangle équilateral PQR.
Puisque les points P et @) sont fixes, il n'y a que deux triangles équilatéraux possibles avec PQ
comme coté P(Q), soit un de chaque coté de PQ).

On peut aussi le voir en constatant qu’il n'y a que deux droites possibles qui passent au point
P et qui forment un angle de 60° avec PQ).

Solution 2
On considere le segment P(Q). On trace un cercle de centre P qui passe au point () et un cercle

de centre () qui passe au point P.
R

RZ
Supposons que le point R satisfait a PQQ = QR = PR.
Puisque PQ = QR, alors P et R sont a la méme distance du point ). Donc, R est situé sur le
cercle de centre () qui passe au point P.
Puisque PQ) = PR, alors R est situé sur le cercle de centre P qui passe au point Q).
En d’autres mots, le point R est situé sur les deux cercles.
Puisque ces deux cercles se coupent en exactement deux points, il y a deux seuls endroits possibles

pour R.
REPONSE : (C)
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17.

18.

19.

Le carré a des cotés de longueur 2 et M et N sont des milieux de cotés.

Donc SM = MR=QN =NR=1.

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle PSM, PM =/ PS? + SM?.
Donc PM = /22 + 12 ou PM = /5 puisque PM > 0.

De méme, PN = /5.

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle MNR, MN = M R? + NR?.
Donc MN = /12 + 12, ou MN = /2 puisque M N > 0.

D’apres la loi du cosinus dans le triangle PM N :

MN? = PM?* 4 PN? — 2(PM)(PN)cos(/MPN)
2=5+5—2(v/5)(V5) cos(LMPN)
2=10—10cos(£LMPN)

10cos(LMPN) =8

cos(ZMPN) =& =1
REPONSE : (A)

Supposons que /7 + /48 = m + /.

On éleve chaque membre au carré pour obtenir 7 + /48 = (m + v/n)>.

Puisque (m + v/n)? = m? + 2m+/n + n, léquation devient 7 + /48 = (m? + n) + 2m+/n.

On suppose que m? +n = 7 et que 2m/n = 1/48.

On éleve au carré chaque membre de cette derniére équation pour obtenir 4m?n = 48, ou
m2n = 12.

On a donc m? +n =7 et m?n = 12.

On voit peut-étre que m = 2 et n = 3 est une solution.

Sinon, on peut reporter n = 7 —m? dans la dernicre équation pour obtenir m?(7 —m?) = 12, ou
m* —Tm? + 12 = 0.

On factorise le membre de gauche pour obtenir (m? — 3)(m? —4) = 0.

Puisque m est un entier, alors m? # 3.

Donc m? = 4, d’'on m = £2. Puisque m est un entier positif, alors m = 2.

Puisque m = 2 et n = 7 — m?, alors n = 3.

On a donc m =2 et n =3, dott m? +n? = 13.

On peut vérifier que m ++/n = 2++/3 et que (2—1—\/5)2 =444V/34+3=T+4V3 = 7—|—\/E, ce
qui vérifie la condition du probleme. Ceci confirme que méme si la supposition que I'on a faite

au début n’est pas appuyée, elle a tout de méme mené a une réponse.
REPONSE : (E)

Solution 1
Pendant les 3 premieres minutes de la course, Pierre a parcouru 48 m de plus que Radford.
Voici pourquoi :
Au temps 0 minute, Radford était a la ligne de 30 m.
En parcourant d m pendant ces 3 minutes, Radford arrive a la ligne de (d + 30) m
apres 3 minutes.
Puisque Pierre est a 18 m devant Radford apres 3 minutes, il est a la ligne de
(d+ 30 + 18) m.
Pendant ces 3 minutes, Pierre a donc parcouru (d + 48) m, c’est-a-dire 48 m de plus
que les d m de Radford.

Puisque chacun court a une vitesse constante, Pierre court 16 m/min plus vite que Radford

48 m .
(3 ——— 16 m/min).
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20.

Puisque Pierre termine la course apres exactement 7 minutes, Pierre a couru 4 minutes de plus.
Pendant ces 4 minutes, il a parcouru 64 m de plus que Radford ((4 min) - (16 m/min) = 64 m).
Apres 3 minutes, Pierre était 18 m devant Radford.

Donc, apres 7 minutes, Pierre était 82 m devant Radford (18 m + 64 m = 82 m). Donc lorsque
Pierre a terminé, Radford était a 82 m de la ligne d’arrivée.

Solution 2

Comme dans la solution 1, on suppose que Radford a parcouru d m pendant les 3 premieres
minutes et que Pierre a donc parcouru (d + 48) m pendant ces 3 minutes.

Puisque sa vitesse est constante, Pierre parcourt %(d + 48) m pendant les 4 minutes suivantes.
Puisque sa vitesse est constante, Radford parcourt %d m pendant ces 4 minutes.

Pierre parcourt donc un total de (d + 48) m + 3(d + 48) m, ou Z(d + 48) m.

Radford est a (30 + d + Zgld) m de la ligne de départ apres 7 minutes, puisqu’il avait une avance
de 30 m au départ.

Donc lorsque Pierre a gagné, Radford était a la distance suivante de la ligne d’arrivée, en metres :

2(d+48) — (30 +d+3d) = 2d+112 - 30 —d — 3d = 82
REPONSE : (D)

On comptera séparément le nombre de valeurs entieres de x pour lesquelles le produit x
(x —2)(x —4)(x — 6)--- (x —2016)(z — 2018) (%)

est égal a 0 et pour lesquelles le produit est inférieur a 0.

Le produit (%) est égal a 0 lorsque 1'un des facteurs est égal a 0 et seulement dans ce cas.

Cela se produit lorsque x est égal a 2,4,6,...,2016 ou 2018.

Ces valeurs de x sont les entiers pairs de 2 a 2018. Il y a 1009 telles valeurs (% = 1009).

Le produit (x) est inférieur a 0 lorsqu’aucun de ses facteurs n’est nul et qu'un nombre impair de
ses facteurs ont des valeurs négatives.

On remarque que pour toute valeur entiere de x, on a :

r—2>r—4>x—6>--->x—2016 >z — 2018

Lorsque x = 1, on a z — 2 = —1 et tous les 1009 autres facteurs sont négatifs, ce qui rend
I'expression (x) négative.
Lorsque x =3, onax —2 =1, —4 = —1 et tous les 1008 autres facteurs sont négatifs, ce qui
donne un produit positif.
Lorsque z =5, onax—2=3,z—4=1et x —6 = —1 et les 1007 autres facteurs sont négatifs,

ce qui donne un produit négatif.

Cette régularité continue, donnant une valeur négative a l’expression (k) lorsque x = 1,5,9,13,. ..,
2013, 2017.

Il y a 505 telles valeurs de x (1 + % = 505). (Elles commencent a 1 et se présentent a tous
les 4 entiers).

Lorsque = > 2019, chaque facteur et positif et 'expression (x) est positive.

Il y a donc 1514 valeurs positives de = (1009 4+ 505 = 1514) pour lesquelles la valeur de I'expres-
sion (x) est inférieure ou égale a 0.

On peut justifier davantage la régularité mentionnée ci-haut.
Supposons que x = 4n + 1 lorsque n = 0,1,2,...,504. (Il s’agit des entiers 1,5,9,13,...,2017.)
L’expression (x) devient :

(4n — 1)(4n — 3)(4n — 5) - - - (4n — 2015)(4n — 2017)
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21.

22.

Le 2k%®me facteur est (n — (4k — 1)). Lorsque n = 4k, ce facteur est positif et le facteur suivant
est négatif.
En d’autres mots, lorsque n = 2k, les 2k premiers facteurs sont positifs et les autres sont négatifs.
Lorsque n = 2k, il y a donc un nombre pair de facteurs positifs.
Puisqu’il y a un nombre impair de facteurs en tout, soit 1009, le nombre de facteurs négatifs est
impair et le produit est négatif.
De méme, on peut démontrer que lorsque x = 4n+3 (n =0,1,2,...,503), le produit est positif.
Il s’agit des valeurs de z égales a 3,7,11,...,2011,2015).
Ceci confirme que la régularité continue.

REPONSE : (C)

On reporte n = 1 dans I’équation a, 1 = a, + a,,o — 1 pour obtenir ay = a; + a3 — 1.
Puisque ay = x et a3 =y, alors as = x +y — 1.

On récrit I’équation donnée sous forme a, 1o = a1 —a, +1 (n > 1).

Donc :

a=a3—a+l=y—(r+y—1)+1=2—-x
as=as—az3+1=02—z)—y+1=3—-x—y
ag=as—as+1=B—-z—y)—2—z)+1=2—y
ar=a—as+1=2—-y)—B—z—y) +1l==x
ag=ar—as+1l=r—-—2—-y)+1l=ax+y—1

Puisque a7 = a; et ag = as et que chaque terme dépend seulement des deux termes précédents,
les termes de la suite se répetent a tous les 6 termes.
(Par exemple, ag = ag —a; + 1 = ay — a; + 1 = a3 et ainsi de suite.)

Or
ag+ast+aztast+astag=z+x+y—1)4+y+2—-2)+B—-xz—y)+(2—y)=6

et ainsi, la somme des 6 termes suivants est aussi égale a 6 et ainsi de suite.

Puisque 2016 = 6 - 336 et que le 2016° terme est le dernier d'un groupe de 6 termes, alors la

somme des 2016 premiers termes de la suite est égale a 6 - 336, ou 2016.

On a aggiy = a1 =x et agpig =as =x+y — 1.

La somme des 2018 premiers termes de sa suite est égale a 2016+ z+ (x+y—1), ou 2x+y+2015.
REPONSE : (E)

On détermine d’abord les coordonnées des points P et ) en fonction de k. Puisque les coor-
données des points d’intersection de la droite et de la parabole satisfont aux équations y = 22 et
y = 3kx + 4k?, la valeur de y & ces points est la méme pour les deux équations.

On a donc 2% = 3kx + 4k?%, ou 22 — 3kx — 4k* = 0.

On récrit le membre de gauche sous la forme z? — 4kz + kx + (—4k)(k) = 0, ce qui nous permet
de le factoriser. On obtient (z — 4k)(x + k) = 0, d’ou = = 4k ou z = —k.

Puisque k > 0, P est situé dans le deuxieme quadrant et () est situé dans le premier quadrant.
Donc P a pour abscisse —k (un nombre négatif).

Puisque P est situé sur la parabole d’équation y = x2, son ordonnée est égale a (—k)2, ou k>.
P a donc pour coordonnées (—k, k?).

Puisque ) a pour abscisse 4k et qu'il est situé sur la parabole d’équation y = x2, son ordonnée
est égale & (4k)?, ou 16k?. @ a donc pour coordonnées (4k, 16k?).

On détermine maintenant ’aire du triangle OPQ en fonction de k.
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23.

Puisque 'aire du triangle O PQ est égale a 80, ceci nous donnera une équation en fonction de k.
Sa solution nous donnera la pente de la droite.

Pour déterminer 'aire du triangle O PQ) en fonction de k, on abaisse des perpendiculaires a I'axe
des abscisses aux points P et () jusqu’aux points respectifs S et T

y

A

P

S o T > X

L’aire du triangle OPQ est égale a l'aire du trapeze PST'(Q) moins 'aire des triangles PSO et
OTO.

Le trapeze PST(Q a pour bases paralleles SP et T'Q) et pour hauteur ST

Puisque P a pour coordonnées (—k, k?), alors SP = k2.

Puisque @ a pour coordonnées (4k, 16k?), alors TQ = 16k>.

De plus, ST = 4k — (—k), ou ST = 5k.

Laire du trapeze PSTQ est égale & $(SP 4+ TQ)(ST). Elle est donc égale a 3(k? + 16k%)(5k),
ou 2k°.

Le triangle PSO est rectangle en S et son aire est donc égale & (SP)(SO). Elle est donc égale
3 102)(0 - (—k)), ou Lk,

Le triangle QT'O est rectangle en T' et son aire est donc égale & (7'Q)(T°0O). Elle est donc égale
a 1(16k%)(4k — 0), ou 32k3.

L’aire du triangle POQ est égale & 2£k* — 1k* — 32k®, ou 10k,

Puisque cette aire est égale a 80, alors 10k® = 80, ou k* = 8, ou k = 2.

Puisque la droite a une pente de 3k, cette pente est égale a 6.
REPONSE : (D)

On doit avoir (z — a)(x — 6) +3 = (x + b)(x + ¢) pour tous les nombres réels .

En particulier, cela doit étre vrai lorsque x = 6.

On reporte z = 6 dans I’équation pour obtenir (6—a)(6—6)+3 = (6+b)(6+c), ou 3 = (6+b)(6+c).
Puisque b et ¢ sont des entiers, alors 6 + b et 6 4 ¢ sont des entiers. Donc, 6 4+ b est un diviseur
de 3.

Les valeurs possibles de 6 + b sont 3,1, —1 et —3.

Les valeurs correspondantes de b sont —3, —5, —7 et —9.

On doit vérifier si ces valeurs de b donnent des valeurs entieres de a et de c.

Si b= —3, alors 6 + b = 3. D’apres "équation 3 = (6 +b)(6 +¢),on a 6 + ¢ =1, d’ott ¢ = —5.
Lorsque b = —3 et ¢ = —5, I’équation initiale devient (z — a)(x —6) +3 = (v — 3)(z — b).

On développe le membre de droite pour obtenir (z — a)(z — 6) + 3 = z* — 8z + 15,
ou (r —a)(r —6) = 2? — 8r + 12.

Le membre de droite x? — 8z + 12 se factorise pour devenir (x —2)(z —6). Puisque cette équation
est une identité pour toutes valeurs réelles de x, alors a = 2.

De méme, si b = —5, alors ¢ = —3 et a = 2. (Il fallait s’y attendre, puisque b et ¢ peuvent étre
changés I'un pour I'autre dans 1'équation initiale.)
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24.

De méme, lorsque b = —7, alors ¢ = —9 et a = 10.
De méme, lorsque b = —9, alors ¢ = —7 et a = 10.
Les valeurs possibles de b sont b = —3, —5, —7 et —9.
Leur somme est égale a (—3) 4+ (=5) + (—7) + (—9), ou —24.
REPONSE : (B)

On utilise la notation a/b/c pour représenter a rondelles dans un seau, b rondelles dans un
deuxieme seau et ¢ rondelles dans le troisieme seau, tout en omettant 'ordre des seaux.

Seaux jaunes

1/0/0 : Puisqu’on ne distribue qu’une rondelle, la distribution sera toujours 1,/0/0.

Seaux bleus

On distribue 2 rondelles dans 3 seaux. Il y a 9 facons de le faire (3> = 9). (On peut placer une
rondelle dans n’importe quel seau et dans chaque cas, la deuxieme rondelle peut étre placée dans
n’importe quel seau.)

2/0/0 : 11 y a 3 fagons de distribuer les rondelles dans un méme seau (1 fagon par seau). La
probabilité de le faire est de g.

1/1/0 : Il 'y a 6 fagons (9 — 3 = 6) de distribuer 1 rondelle dans un seau et 1 rondelle dans un
autre seau. La probabilité de le faire est de g.

Seaux rouges

Il y a 27 fagons (3% = 27) de distribuer 3 rondelles dans 3 seaux.

3/0/0 : 11 y a 3 fagons de distribuer les rondelles dans un méme seau (1 fagon par seau). La
probabilité de le faire est de 2%

1/1/1: 11y a 6 fagons (3-2-1 = 6) de distribuer les 3 rondelles dans 3 seaux (3 facons pour la
premiére, 2 fagons pour la deuxieme et 1 fagon pour la troisieme). La probabilité de le faire est
de £.

2/ 12/70 : 1y a 18 fagons (27 — 3 — 6 = 18) de distribuer les rondelles de maniere qu'’il y ait 2
rondelles dans un seau, 1 rondelle dans un autre seau et 0 rondelle dans un troisieme seau. La
probabilité de le faire est de ;—?.

Seaux verts

Il y a 81 fagons (3* = 81) de distribuer 4 rondelles dans 3 seaux.

4/0/0 : Il y a 3 fagons de distribuer les rondelles dans un méme seau (1 fagon par seau). La
probabilité de le faire est de %.

3/1/0 : Il y a 24 fagons (4 x 3 x 2 = 24) de distribuer les rondelles de maniere qu’il y ait 3
rondelles dans un seau et 1 rondelle dans un deuxieme seau (4 fagons de choisir la rondelle seule,
3 facons de choisir le seau pour cette rondelle et 2 facons de choisir le seau pour les 3 autres
rondelles). La probabilité de le faire est de é—‘ll.

2/1/1 : Il 'y a 6 fagons de choisir 2 des 4 rondelles. (Si elles se nomment W, X, Y, Z, on peut
choisir WX, WY, WZ, XY, XZ, ou YZ.) Il y a 36 facons (6 x 3 x 2 = 36) de distribuer les
rondelles de maniere qu’il y ait 2 rondelles dans un seau et 1 rondelle dans chaque autre seau (6
facons de choisir les 2 rondelles qui vont ensemble, 3 fagons de choisir leur seau et 2 facons de
placer les 2 autres rondelles dans les 2 autres seaux). La probabilité de le faire est de %.

2/2/0 : Il y a 18 fagons (81 — 3 — 24 — 36 = 18) de distribuer les 4 rondelles de maniere qu’il
y ait 2 rondelles dans un seau et 2 rondelles dans un autre seau. La probabilité de le faire est de é—?.
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25.

Un seau vert contient plus de rondelles que chacun des 11 autres seaux si une des distributions
existe. On indique la probabilité dans chaque cas :

Vert Rouge Bleu Jaune Probabilité
4/0/0 N’importe quelle N’importe quelle | N'importe quelle

r=3g) (p=1) (r=1) (p=1) &
3/1/0 | N’importe quelle sauf 3/0/0 | N'importe quelle | N’importe quelle

(=31 (p=1-3) (p=1) (p=1) 2%
2/1/1 1/1/1 1/1/0 N’importe quelle

(=35 (p=2) (p=75) (p=1) R To

Une distribution 2/2/0 de rondelles parmi les seaux verts ne peut satisfaire aux conditions,
puisqu’il n’y aurait pas un seul seau vert ayant plus de rondelles que n’importe quel autre seau,
puisqu’il y aurait deux seaux verts avec le méme nombre de rondelles.

) , s 3 .24 24,3 6 6 1, 8 .8 4. 2. 2
La probabilité que 'on cherche est donc égale & &7 + 575 + 57 57" 9 OU 5t 55 5 T 55" 5
243 1 243 T 2430 VY 243

REPONSE : (B)

Soit C' un chiffre et k un entier strictement positif. Alors

C(k)zcc...cczc.n...nzc’.l.99...99:0.1.(10()...()0_1):C.l.(lok_l)
k foi k foi ’ k foi ’ k foi ’

Les équations suivantes sont donc équivalentes :

2
Pewy — Quy = (Ru)
P-Lo(10%—1)—Q-L-(10F—1) = (R- - (10" — 1))
pP-r.(10%-1)-Q-%-(10F-1)=R*- L. (10" - 1)°
9P - (10** — 1) —9Q - (10" — 1) = R*- (10* — 1)?

8
(
9P - (10F — 1)(10F +1) — 9Q - (10F — 1) = R*- (10*F — 1)?
9P - (10F +1) —9Q = R*- (10 — 1)  (puisque 10* — 1 # 0)
9P -10¥ + 9K — 9Q = R? - 10" — R?
9P —9Q + R* = 10"(R* — 9P)

On considere trois cas : 3 < k <2018, k =1et k= 2.

1°r cas : 3 < k < 2018

Supposons que R? — 9P # 0.

Puisque k > 3, alors 10%(R? —9P) > 1000 lorsque R? —9P > 0 et 10¥(R? —9P) < —1000 lorsque
R* —9P < 0.

Puisque P, @, R sont des chiffres, la valeur maximale possible de 9P — 9Q + R? est égale a
9(9) — 9(0) + 92, ou 162 et sa valeur minimale possible est égale & 9(0) — 9(9) + 0%, ou —81.
Ainsi si R? — 9P # 0, on ne peut pas avoir 9P — 9Q + R? = 10*(R? — 9P) puisque les valeurs du
membre de gauche sont entre —81 et 162, tandis que celles du membre de droite sont supérieures
a 1000 ou inférieures a —1000.

Donc si 3 < k < 2018, on doit avoir R? — 9P = 0 et I'équation devient 9P — 9Q + R? = 0.
Puisque R? = 9P, alors R? est un multiple de 3 et R est alors un multiple de 3.

Puisque R est un chiffre strictement positif, alors R =3 ou R =6 ou R =9.
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Si R=3, alors 9P = R? =9, d’'ou P = 1.

Puisque 9P — 9Q + R% = 0, alors 9Q = 9(1) + 9, ou 9Q = 18, d’out Q = 2.

Si R =6, alors 9P = R?, ou 9P = 36, d’ou P = 4.

Puisque 9P — 9Q + R? = 0, alors 9Q = 9(4) + 36, ou 9Q = 72, d’out Q = 8.

Si R=09, alors 9P = R?, d’ou 9P = 81, ou P = 9.

Puisque 9P — 9Q + R? = 0, alors 9Q = 9(9) + 81, ou 9Q = 162 et Q ne peut donc pas étre un
chiffre.

Donc dans le cas ou 3 < k < 2018, on obtient les quadruplets (P,Q, R, k) = (1,2,3,k) et
(P,Q,R, k) =(4,8,9,k).

Puisqu’il existe 2016 valeurs possibles de k (2018 — 3 + 1 = 2016), il y a 4032 quadruplets dans
ce 1 cas (2 - 2016 = 4032).

2¢cas k=1

L’équation 9P—9Q+ R? = 10¥(R?—9P) devient 9P —9Q+ R* = 10R2—90P, ou 99P = 9R*+9Q,
ou 11P = R? + Q.

Pour chaque valeur possible de P de 1 a 9, on détermine les valeurs possibles de () et de R en
cherchant des carrés parfaits qui sont au plus 9 de moins que 11P.

P =1:0na l1lP = 11, ce qui est pres des carrés 4 et 9. On obtient (R, Q) = (2,7) et
(R,Q) = (3,2).

P =2:0nallP =22, ce qui est pres du carré 16. On obtient (R, Q) = (4,6)
P =3:0nallP = 33, ce qui est pres du carré 25. On obtient (R, Q) = (5,8)
P =4:0nallP =44, ce qui est pres du carré 36. On obtient (R, Q) = (6,8)
P =5:0nallP =55, ce qui est pres du carré 49. On obtient (R, Q) = (7,6)
P=6:0nallP =66, ce qui est pres du carré 64. On obtient (R, Q) = (8,2)
P =7:1ln"y a aucun carré parfait de 68 a 76.

P =8:0nallP = 88, ce qui est pres du carré 81. On obtient (R, Q) = (9,7).
P =9 : 1l n’y a aucun carré parfait de 90 a 98.

Puisque £ = 1 dans chacun de ces cas, on obtient 8 quadruplets de plus.

3°cas: k=2

L’équation 9P — 9Q + R? = 10%*(R? — 9P) devient 9P — 9Q + R* = 100R* — 900P, ou
909P = 99R? + 9Q, ou 101P = 11R? + Q.

Lorsque P prend des valeurs de 1 a 9, les valeurs de 101 P sont 101, 202, 303, 404, 505, 606, 707, 808
et 909.

Lorsque R prend des valeurs de 1 & 9, les valeurs de 11R? sont 11,44, 99,176,275, 396, 539, 704
et 891.

Les éléments des deux listes qui different de 9 ou moins sont :

(i) 101 et 99 (qui donnent (P, Q, R) = (1,2,3)),
(ii) 404 et 396 (qui donnent (P,Q, R) = (4,8,6)) et
(iii) 707 et 704 (qui donnent (P, @, R) = (7, 3,8)).
Puisque k£ = 2 dans chacun de ces cas, on obtient 3 quadruplets de plus.

En tout, il y a 4043 quadruplets (N = 4032 + 8 + 3 = 4043).
La somme des chiffres de IV est égale a 11 (44+0+4+ 3 = 11).
REPONSE : (C)
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1. Ona:6x2017—2017 x 4 = 2017(6 — 4) = 2017(2) = 4034

REPONSE : (D)

2. Dans la figure, il y a 7 rangées qui contiennent des carrés ombrés et chacune de ces rangées
contient 7 carrés ombrés.
Il y a donc 49 carrés ombrés (7 -7 = 49).
REPONSE : (E)

3. Les nombres 2, 3 et 6 ont une somme de 11. Leur produit est égal a 2 -3 -6, ou 36.
REPONSE : (C)

300 L
25h’

4. Puisque le réservoir perd 300 litres en 25 heures, l’'eau sort du réservoir au taux de
12 L/h.

ou

REPONSE : (A)

5. La représentation graphique de 1’équation y = —2x? + 4 est une parabole.
Puisque le coefficient de x? est négatif, la parabole est ouverte vers le bas.
Puisque le terme constant de ’équation est positif, 'ordonnée a 'origine de la parabole (la valeur
de y lorsque z = 0) est positive.
Seul le choix de réponse (D) correspond a ces caractéristiques. (Puisque le coefficient de x est 0
dans I’équation, la courbe doit étre symétrique par rapport a ’axe des ordonnées, comme il ’est
dans le choix (D).)

REPONSE : (D)

6. Puisque la moyenne de 5 et de 9 est égale a 7 (% = 7), la moyenne de x et de 5 doit étre 10
et la moyenne de z et de 9 doit étre 12. (Les deux autres moyennes étaient 9 et 12 et 5 est plus

grand que 9.)

x—|—5:1()et z+9

Donc =12, doux+5=20et x +9 = 24.

Chaque équation a pour solution x = 15.
REPONSE : (B)

7. Puisque z = 1 est une solution de I’équation 2* + ax + 1 = 0, alors 12 + a(1) + 1 = 0.
Donc 2+a =0, oua=—2.
REPONSE : (E)

1 1 2 1 3
8. On peut simplifier le membre de gauche de ’équation : — + — = — + — = —.
2n  4n  4dn  4dn 4n

3 3
L’équation devient — = —, d’ou 4n = 12.
dn 12
Donc n = 3.
REPONSE : (E)

9. On doit déterminer I’heure qu’il était 100 heures avant 17 heures vendredi.
Puisqu’il y a 24 heures dans une journée et que 100 = 4(24) + 4, alors 100 heures correspondent
a 4 jours et 4 heures.
A partir de 17 heures vendredi, on recule de 4 jours jusqu’a 17 heures lundi, puis on recule 4
heures de plus jusqu’a 13 heures lundi.

Kamila avait donc allumé son ordinateur a 13 h 00 lundi.
REPONSE : (D)
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10.

11.

12.

13.

14.

On considere quatre entiers strictement positifs, a,b,c et n tels que a < b < ¢ < n et
a+b+c+n=100.

Puisque a < b < c <n,alorsa+b+c+n <n+n+n+n,oua+b+c+n <4n. Donc 100 < 4n,
ou n > 25. Puisque n est un entier, n est égal a 26 ou plus.

Est-il possible que n soit égal a 267 Si oui, on aurait a + b+ ¢ = 100 — 26, ou a + b + ¢ = 74.
Avec n = 26, alors a + b + ¢ ne pourrait étre supérieur a 23 + 24 + 25, ou 72, ce qui contredit la
conclusion précédente. Donc, on ne peut avoir a + b + ¢ = 74.

Donc, n ne peut étre égal a 26.

Est-il possible que n soit égal a 277 Si oui, on aurait a + b+ ¢ =100 — 27, ou a + b+ ¢ = 73.
Avec n = 27, on pourrait avoir a + b+ ¢ = 23 + 24 4+ 26, ou a + b+ ¢ = 73. Donc, n = 27 est
possible, ce qui fait que la plus petite valeur possible de n est 27. (D’autres valeurs de a, b, ¢ sont

possibles avec n = 27.)
REPONSE : (D)

Chaque éleve a apporté soit une pomme, une banane ou une orange.

Or, 20% des éleves ont apporté une pomme et 35% des éleves ont apporté une banane. Donc,
45 % des éleves (100 % — 20 % — 35 % = 45 %) ont apporté une orange.

Donc, les 9 éleves qui ont apporté une orange représentent 45 % de la classe.

Dong, 1 éleve représente 45 % + 9 de la classe, ou 5% de la classe.

Donc, il y a 20 éleves (100 % + 5 % = 20) dans la classe.
REPONSE : (D)

Cette question équivaut a demander combien il y a d’entiers de trois chiffres qui commencent
par un 2 et qui sont supérieurs a 217.
Il s’agit des entiers de 218 a 299.

Il 'y a 82 tels entiers (299 — 217 = 82).
REPONSE : (B)

La droite qui passe aux points R(2,4) et QQ(4,0) a pour pente %, ou —2.

Puisqu’elle passe aussi au point (4, 0), la droite a pour équation y—0 = —2(z—4), ouy = —2z+8.
D’apres cette équation, la droite une ordonnée a l'origine de 8 et P a donc pour coordonnées
(0,8).

Le triangle OPQ est rectangle en O. Son aire est égale & 3(0OQ)(OP), ou 1(4)(8), ou 16.

REPONSE : (E)
L’expression
(1+2) (0 4+5) (+5) (+5) (0+5) (L+7) (1+5) (1+5)

est égale a

() G) () 3) (B) ) (}) (5)

3-4-5-6-7-8-9-10
2-3-4-5-6-7-8:9 °

ce qui est égal a

En annulant les facteurs communs au numérateur et au dénominateur, on obtient %, ou b.

REPONSE : (A)
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15.

16.

17.

Puisque ZXMZ = 30° et ZXMY =180° — LXMZ, alors ZXMY = 150°.
Puisque les mesures des angles du triangle X MY ont une somme de 180°, alors :

LYXM =180° - 4XYZ — ZXMY = 180° — 15° — 150° = 15°

(OU : Puisque 'angle X M Z est un angle extérieur du triangle X MY, alors ZXMZ = /Y XM+
XYM, dou LYXM =15°)

Puisque ZXY M = ZY X M, le triangle X MY est isocele et M X = MY'.
Puisque M est le milieu de Y Z, alors MY = M Z.

Puisque MX = MY et MY = MZ, alors MX = MZ.

Le triangle X M Z est donc isocele et L XZM = /ZX M.

Donc ZXZY = Z/XZM, do'u LXZY = %(180o — LXMZ), ou LXZY =
LXZY =T5H°.

(180° — 30°), ou

N =

REPONSE : (A)

Puisque = + 2y = 30, alors :

_l’_
w|&

_l’_
o |&

ol 8
+
Wiy

REPONSE : (B)

On suppose que la base du prisme mesure a cm sur b cm et que le prisme a une hauteur de h cm.
Puisque Aaron a 144 cubes dont les arétes mesurent 1 cm, le prisme a un volume de 144 cm?3.
Donc abh = 144.

Puisque la base du prisme a un périmetre de 20 cm, alors 2a + 2b = 20, ou a + b = 10.

Puisque a et b sont des entiers strictement positifs, on peut construire un tableau des valeurs

144
possibles de a et de b et des valeurs de h qui en résultent, ou h = o Par symétrie, on peut
a

s’en tenir aux valeurs pour lesquelles a < b :

albl| h
119] 16
2181 9
37| %
46| 6
5[5 %

Puisque h doit étre un entier, les seules valeurs possibles de A sont 16, 9 et 6.
La somme de ces hauteurs est égale a 16 cm + 9 cm + 6 cm, ou 31 cm.
REPONSE : (A)
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18.

19.

20.

Pour tout nombre réel strictement positif z, |x| représente le plus grand entier inférieur ou égal
a x. Donc |z] < z.

Donc |z - <z - x, c'est-a-dire que |z] -z < 2°.

Si |x] -2 = 36, alors 36 < 22

Puisque z > 0, alors z > 6.

Lorsque x = 6, alors |x| = [6] = 6. Donc, x = 6 est une solution de ’équation |z] -z = 36.

Si x> 6, alors [z] -2 > 66 et z ne peut donc pas étre une solution de I'équation |z] -z = 36.
L’équation |z] - z = 36 admet donc une seule solution, soit x = 6.

De méme, si |y| -y = 71, alors y* > 71.

Puisque y > 0, alors y > /71 ~ 8,43.

Puisque y > /71 ~ 8,43, alors |y| > 8.

Supposons que |y| = 8.

71 71
L’équation |y|-y = 71 devient 8y = 71, d’ou y = 3 Donc y = 3 est une solution de I'équation
Lyl -y =71

Si|y] > 8, alors |y] >9,doncy >9et |y]-y>9-9. Dans ce cas, y ne peut donc pas étre une
solution de I'équation |y| -y =71 .

71

L’équation |y| -y = 71 admet donc une seule solution, soit y = 5
71 119
Doncx—l—y:6+§, ouzr+y= =<

REPONSE : (B)

Si a > 0, la distance de la droite verticale d’équation z = a a l’axe des ordonnées est égale a a.
Si a < 0, cette distance est égale a —a.
Dans chaque cas, il y a exactement deux points sur cette droite verticale d’équation x = a qui
sont aussi & une distance a ou —a (selon le cas) de I'axe des abscisses : (a,a) et (a,—a). Ces
points sont situés sur les droites horizontales respectives d’équations y = a et y = —a.
(Si a = 0, la droite d’équation = = a représente 1'axe des ordonnées et le seul point sur cette
droite qui est équidistant des deux axes est l'origine (0,0) qui n’est pas située sur la droite
d’équation 3z + 8y = 24.)

24

Si le point (a, a) est situé sur la droite d’équation 3z 4 8y = 24, alors 3a +8a = 24, d'ott a = 7.
Si le point (a, — a) est situé sur la droite d’équation 3z + 8y = 24, alors 3a — 8a = 24, d’on
24

a/:—g.

La somme de ces deux valeurs de a est égale a % + (—%

5

120—264 _ 144
5 00 TE
REPONSE : (B)

),ou

Puisque m et n sont des entiers supérieurs a 1 et que m™ = 22° x 310, alors 2 et 3 sont des facteurs
premiers de m (puisqu’ils sont des facteurs premiers de m™) et ils doivent étre les seuls facteurs
premiers de m (s'il y en avait d’autres, ceux-ci seraient aussi des facteurs premiers de m").
Donc, m = 2% x 3°, a et b étant des entiers strictement positifs quelconques.
Donc m"™ = (2% x 3%)" = 297 x 3bn,
Puisque m" = 2% x 3%°, on a donc an = 25 et bn = 40.
Puisque a, b et n sont des entiers strictement positifs, alors n est un diviseur commun de 25 et 40.
Puisque n > 1, alors n =5, doua=5et b =8.
On a donc m = 2° x 3%, ou m = 32 x 6561, ou m = 209 952.
Donc m +n = 209952 + 5, ou m + n = 209 957.

REPONSE : (C)
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21. Puisque W XY Z est un entier positif de quatre chiffres, alors W XY Z < 9999. (De fait, WXY Z
est encore plus petit, car ses chiffres sont distincts.)
Puisque WXY Z <9999, alors TWUYV < 2(9999) = 19998.
Puisque T # 0, alors T' = 1.
On remarque que toute retenue d’une colonne a une autre ne peut étre supérieure a 1. (Puisque
Z <9, alors Z + Z < 18. Ainsi lorsqu’on additionne les unités, la retenue dans la colonne des
dizaines doit étre 0 ou 1. De méme, puisque Y + Y < 18, alors lorsqu’on additionne les dizaines,
la valeur maximale que I'on puisse obtenir est 19 et la retenue dans la colonne des centaines est
1 ou 0. On peut répéter ce raisonnement avec les autres colonnes.)
Dans le tableau suivant, on examine les résultats possibles lorsqu’on additionne un chiffre ¢ avec
lui-méme, avec ou sans une retenue de 1 :

¢ | ¢+ c sans retenue | ¢ + ¢ plus une retenue de 1
0 0 1
1 2 3
2 4 5
3 6 7
4 8 9
5 10 11
6 12 13
7 14 15
8 16 17
9 18 19

On utilise ce tableau pour déterminer W et Y.

Puisque les trois chiffres de la colonne des milliers sont les mémes, le chiffre W doit étre un 0
(0+0=0)ouun9 (94 9+ 1 = 19). Puisqu’il produit une retenue dans la colonne des dix
milliers, il doit étre un 9 (dans I’énoncé du probléme, on a aussi W # 0). On remarque aussi que
X > 5 pour produire une retenue dans la colonne des milliers.

Puisque les trois chiffres de la colonne des dizaines sont les mémes, le chiffre Y doit étre un 0
(0+0=0)ouun9 (9+9+1=19). Puisque W =9 et que les chiffres T, U, V, W, X, Y, Z sont
distincts, alors Y = 0.

Lorsqu’on additionne les chiffres de la colonne des unités, il n’y a donc aucune retenue.

Voici ce qu’on a a ce point-ci :

9 X 0 Z
+ 9 X 0 Z
19U 0V

et X >5Het Z <A4.
Puisque T'=1et W =9, alors Z peut étre un 2, un 3 ou un 4 et X peut étre un 5, un 6, un 7
ou un 8.
Si X =5, alors U =0 =Y, ce qui est impossible car les chiffres doivent étre distincts. Donc
X #5.
Si Z = 2, alors V' = 4. Dans ce cas, on ne peut avoir X = 6 (ce qui donnerait U = 2 = Z) ou
X =7 (ce qui donnerait U =4 = V). On a donc X =8, d’ou U = 6.
Si Z = 3, alors V = 6. Dans ce cas, on ne peut avoir X =6 ou X = 8. Donc X =7, dou U = 4.
Si Z =4, alors V = 8. Dans ce cas, on ne peut avoir X =7 ou X = 8. Donc X =6, d'ou U = 2.
Il y a donc trois valeurs possibles de U, soit 2, 4 et 6.
On peut vérifier que les trois additions possibles, 9802 + 9802 = 19604, 9703 + 9703 = 19406 et
9604 4+ 9604 = 19208 vérifient les données du probleme.

REPONSE : (C)
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22. On tranche le cylindre, le cone et la sphere au moyen d’un plan A B

23.

vertical qui passe par les centres des faces supérieure et inférieure A
du cylindre et par le centre de la sphere. ;
Les sections transversales respectives obtenues a partir du cylindre, \
du cone et de la sphere sont un rectangle, un triangle et un cercle. '
Puisque la sphere touche au cylindre et au cone, la section qui en \
résulte donne un cercle qui est tangent a deux cotés du rectangle !
(en F' et H) et a un coté du triangle (en G). v NG
On joint O a F', a G et a H. Puisque les rayons sont perpendiculaires F 0
aux tangentes aux points de contact, OF est perpendiculaire a
AD, OG est perpendiculaire & AE et OH est perpendiculaire a DFE. D H E C
Soit r le rayon de la sphere (et donc du cercle). Donc OF = OG = OH =r.

Puisque le cylindre a un rayon de 12, alors DE = 12.

Puisque le cylindre a une hauteur de 30, alors AD = 30.

Puisque FOHD a des angles droits en I, D et H, il doit avoir quatre angles droits. Il est donc
un rectangle.

Puisque OF = OH = r, alors FOHD est un carré avec DH = DF =r.

Puisque DE =12 et DH =1, alors FH =12 —r.

Puisque AD =30 et DF = r, alors AF =30 —r.

Puisque AG et AF sont des tangentes menées a partir d'un méme point, alors AG = AF = 30—r.
(En effet, les triangles AFO et AGO sont rectangles, ils ont un c6té commun AO et deux cotés
égaux FO and GO. Ils sont donc isométriques.)

De méme, EFG = EFH =12 —r.

De plus, AE = AG + GE.

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle ADE, AE = /122 + 302, ou AE = +/1044.
Donc v/1044 = (30 — ) 4 (12 — r), d’olt 2r = 42 — /1044, ou r = 21 — £1/1044, ou r = 4,8445.
Le choix de réponse le plus pres de la valeur du rayon est 4,84.

REPONSE : (A)

b b
Puisque a est un entier strictement positif et que a + - est un entier strictement positif, alors —
c c

est un entier strictement positif. Donc, b est un multiple de c.

a
De méme, puisque — + b et b sont des entiers strictement positifs, alors a est un multiple de c.
c
On a donc a = Ac et b = Be, A et B étant des entiers strictement positifs quelconques.
b a
L’équation a+ - = 101 devient donc Ac+ B = 101 et I’équation —+b = 68 devient A+ Bc = 68.
c c

On additionne les nouvelles équations, membre par membre, pour obtenir
Ac+ B+ A+ Bc=101+68, ou A(c+ 1)+ B(c+1) =169, ou (A+ B)(c+ 1) = 169.
Puisque (A + B)(c+ 1) = 169, alors ¢ + 1 est un diviseur 169.

Puisque 169 = 132, les diviseurs positifs de 169 sont 1, 13 et 169.

Puisque A, B et ¢ sont des entiers strictement positifs, alors A+ B >2et c+ 1> 2.
Puisque ni A+ B ni ¢+ 1 ne peut égaler 1, alors A+ B=c+ 1= 13.

atb_ActBe B 13 Done k=13
C C

Donc

REPONSE : (A)
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24. On nomme les équipes F, G, H, J, K, L, M et N.
On détermine d’abord le nombre total de matchs.
Puisque chaque paire d’équipes joue exactement un match I'une contre 'autre, chaque équipe
joue 7 matchs (un match contre chacune des 7 autres équipes). Puisqu’il y a 8 équipes, il semble
y avoir 8 - 7 matchs, mais chaque match a été compté deux fois dans ce total (par exemple, on a
compté G contre K et K contre G). Le nombre de matchs est donc égal a %, ou 28.

Le probleme porte sur I’ensemble des 28 matchs du tournoi. On doit déterminer le nombre de
résultats équiprobables que le tournoi peut envisager, ainsi que le nombre de ces résultats dans
lesquels chaque équipe perd au moins un match et gagne au moins un match.

Puisqu’il y a 28 matchs et 2 résultats équiprobables par match, il y a 22® résultats équiprobables
pour le tournoi au complet. (On peut considérer que les matchs sont numérotés de 1 a 28 et que
F rencontre G dans le match 1, F rencontre H dans le match 2 et ainsi de suite jusqu’au match
28 dans lequel M rencontre N. Un résultat possible pour le tournoi serait ainsi un < mot > de 28
lettres dont la 1™ lettre est un F si F gagne ou un G si G gagne, la 2° lettre est un F ou un H, et
ainsi de suite jusqu’a la derniere lettre qui est un M ou un N. Chaque mot possible correspond
a un résultat possible pour le tournoi. Le nombre total de mots possibles, c¢’est-a-dire le nombre
total de résultats équiprobables possibles pour le tournoi, est donc égal 4 2-2-2-...-2, ou 2%.)

Pour déterminer la probabilité pour que chaque équipe perde au moins un match et gagne au
moins un match, on déterminera la probabilité pour qu’il y ait une équipe qui perde 0 match ou
qui gagne 0 match et on la soustraira de 1.

On comptera le nombre de résultats du tournoi dans lesquels une équipe gagne 0 match (c.-a-d.
perd tous ses matchs) ou une équipe perd 0 match (c.-a-d. gagne tous ses matchs), ou les deux.
Pour déterminer le nombre de résultats du tournoi dans lesquels une équipe gagne tous ses
matchs, on remarque qu’il y a 8 fagons de choisir cette équipe (qu'on appelle X). Une fois cette
équipe choisie, on sait qu’elle a gagné 7 matchs et il qu'il y a 21 matchs (28 — 7 = 21) dont le
résultat n’importe pas. (On a des mots de 28 lettres dont 7 lettres sont déterminées et 21 lettres
qui peuvent prendre une de deux valeurs.)

Puisque chacun de ces 21 matchs a 2 résultats équiprobables possibles, il y a 8 - 22! résultats de
tournoi possibles dans lesquels une équipe a gagné tous ses matchs. (Il est impossible pour deux
équipes de gagner tous ses matchs puisqu’elles doivent se rencontrer.) De méme, il y a 8 - 2%
résultats de tournoi dans lesquels une équipe a perdu tous ses matchs. (Pouvez-vous I'expliquer ?7)
Y a-t-il des résultats de tournoi dans lesquels une équipe a gagné tous ses matchs et une autre
équipe a perdu tous ses match ?

S’il y en a, il faudra soustraire leur nombre une fois du nombre total, puisqu’il aura été compté
dans chaque total de 8 - 22! résultats de tournoi.

Pour déterminer le nombre de résultats de tournoi dans ce cas, on choisit une équipe X qui gagne
tous ses matchs et une équipe Y qui perd tous ses matchs.

Une fois que X est choisi, les résultats de ses 7 matchs sont déterminés (7 victoires de X).

Une fois que Y est choisi, les résultats de ses 6 autres matchs sont déterminés (6 défaites plus le
match que Y a perdu aux mains de X et qui a déja été compté).

Donc les résultats de 15 matchs (28 — 7 — 6 = 15) doivent étre déterminés.

Le nombre de résultats de tournoi possibles est égal & 8 - 7 - 2'°, puisqu’il y a 8 facons de choisir
X, puis 7 fagons de choisir Y (n’importe quelle équipe & I'exception de X), puis 25 facons de
choisir les résultats des 15 autres matchs.

Le nombre de résultats de tournoi dans lesquels une équipe perd 0 match ou une équipe perd 0
match ou les deux est égal & 8 - 221 +8.221 —8.7.215,
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25.

La probabilité pour qu'une équipe perde 0 match ou qu’une équipe gagne 0 match est égale a :

8§.921 1 8.921 ~8.7.215 215(8.926 1 8.26 _8.7) 23.20493.96 93.7 96196 7
928 - 928 - 13 - 910

La probabilité pour que chaque équipe perde au moins un match et gagne au moins un match

/ S 1 64464—7 _ 121 903
est égale a 1 o1 ou 1 ou

1024’ 1024°
Soit r = \/—V‘r’g—l—§

Donc r? = ‘ﬁ —|— ,ou 212 = /53 + 3, ou 2r? — 3 = /53.
En prenant le carre de chaque membre de cette derniere équation, on obtient (2r? — 3)? = 53,
oudr* —12r2 +9 =53, ou 4r* —12r2 =44 =0, our* — 3r2 =11 =0, ou r* = 3r? + 11.

REPONSE : (D)

Supposons que
7100 = 2% 4 14790 4 117% — %0 4 @S + bt 4 o, ()

a,b et ¢ étant des entiers quelconques strictement positifs.
Puisque r # 0, on peut diviser chaque membre par r4° :

60 — 958 1 14956 4 1175 — 19 4 S + bt + ¢

Sachant que 7* = 3r2 + 11, on a :

% —2r%% — 147%° — = (% —2r* — 147 — 11)
= (r?(3r? + 11) — 2r* — 147% — 11)
=2 (3rt + 110 — 27" — 14r* — 11)
=" (r* = 3r? — 11)
= r4(0)
=0

L’équation (x) est donc équivalente a I’équation suivante qui est beaucoup plus simple :
r = ar® + bt 4 ¢

On exprime maintenant r'° et r® en fonction de r? et d’une constante. (Pour ce faire, il faudra
aussi exprimer r® en fonction de 72 et d'une constante. On fait appel au résultat r* = 3r? + 11
obtenu précédemment. )

r0 =2t =232 4 11) = 3r* + 1102 = 3(3r2 + 11) + 1172 = 20r% + 33
r® =130 = r?(20r% + 33) = 20r* + 33r% = 20(3r® + 11) + 33r% = 93r% + 220
ri0 = p2p8 =y (937’ +220) = 93rt + 22012 = 93(37” +11) + 22012 = 49912 + 1023

L’équation
0 =ar® +brt + ¢

est donc équivalente a

499r? + 1023 = a(20r* 4+ 33) + b(3r* + 11) + ¢
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ou a :
0 = 7*(20a + 3b — 499) + (33a + 11b + ¢ — 1023)

Si 20a + 3b = 499 et 33a + 11b + ¢ = 1023, I’équation est vérifiée. (Si ’équation est vérifiée, on
peut aussi conclure que 20a + 3b = 499 et 33a + 110 + ¢ = 1023. Cela découle du fait que 2 est
un nombre irrationnel.)
Le probleme est équivalent a celui de déterminer des entiers strictement positifs a, b et ¢ tels que
20a + 3b =499 et 33a + 11b 4 ¢ = 1023.
On cherche d’abord des couples (a, b) d’entiers strictement positifs qui vérifient 20a + 3b = 499,
puis on vérifiera si les valeurs correspondantes de ¢ = 1023 — 33a — 11b sont strictement positives.
Puisqu’on ne cherche qu’un triplet (a,b,c) d’entiers strictement positifs, il n’est pas nécessaire
de justifier que I'on a déterminé toutes les solutions.
Puisque 20a a un chiffre des unités égal a 0 et que 20a + 3b = 499, le chiffre des unités de 3b doit
étre un 9, ce qui signifie que le chiffre des unités de b doit étre un 3.
Si b= 3, alors 20a = 499 — 3b, d’ou 20a = 490. Dans ce cas, a n’est pas un entier.
Si b = 13, alors 20a = 499 — 3b, d’ou 20a = 460, ou a = 23.
A partir de (a,b) = (23,13), on peut obtenir d’autres solutions en remarquant que 20(3) = 3(20).
Ainsi en diminuant a de 3 et en augmentant b de 20, la somme 20a + 3b ne change pas.
Or a partir de (a,b) = (23, 13), on obtient ¢ = 1023 — 33(23) — 11(13), ou ¢ = 121.
Puisqu’on ne cherche qu’un triplet (a, b, c), alors (a,b,c) = (23,13, 121).
Enfin, a® + b + ¢2 = 232 + 132 + 1212 = 15 339.

REPONSE : (D)
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1.

Puisque x =3 et y = 2x, alors y =2 - 3, ou y = 6.
Puisque y = 6 et z = 3y, alors z =3 -6, ou z = 18.
REPONSE : (D)

Une pyramide a base carrée a 4 arétes qui forment la base carrée et 4 arétes inclinées qui relient
les sommets de la base au sommet supérieur pour un total de 8 arétes.
REPONSE : (C)

On & 20+ 16 x 20 _ 20 4 320 :@:1_7
20 x 16 320 320 16
On peut aussi remarquer que 20 est un multiple du numérateur et du dénominateur.
220+16x20  20(1+16) 1416 17
20x16  20x16 16 16

Donc

REPONSE : (E)

Le 7¢ nombre oblong est le nombre de points dans un tableau rectangulaire de points formé de
7 colonnes et 8 rangées.
Le 7¢ nombre oblong est donc égal a 7 x 8, ou 56.

REPONSE : (C)

Solution 1

Soit (a,b) les coordonnées de R.

Puisque @) est le milieu de PR, le déplacement horizontal de P a @) est égal a celui de () a R.
De méme, le déplacement vertical de P a @ est égal a celui de ) a R.
Onadoncd—1=a—4et7-3=0—7,d'ota = "Tet b= 11. Donc, R a pour coordonnées (7,11).

Solution 2
Soit (a,b) les coordonnées de R.
Puisque P a pour coordonnées (1,3), le milieu de PR a pour coordonnées (3(1 + a), (3 +b)).
Puisque Q(4,7) est le milieu de PR, alors 4 = (1 +a) et 14 = £(3+b). Donc 7 =1+ a et
14=3+0b,dota="7etb=11.
Donc, R a pour coordonnées (7,11).

REPONSE : (B)

Le samedi et le dimanche, Carrine envoie a son frere un total de 10 messages (5 + 5).
Les cing autres jours de la semaine, elle envoie 2 messages par jour a son frere pour un total de
10 messages (5 x 2).
Elle lui envoie donc (10 + 10) messages, ou 20 messages par semaine.
En 4 semaines, elle lui envoie 4 - 20 messages, ou 80 messages.
REPONSE : (D)

Ona:(—2)3—(-3)2=-8-9=—-17
REPONSE : (A)

Puisque /25 — /n = 3, alors 25 — y/n = 9.

Donc /n = 16. Donc n = 162, ou n = 256.
REPONSE : (E)
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9.

10.

Solution 1
12 1 20

it —=—-=—=20%.
On sait que 50 = 5= 100 0%

Donc, 12 correspond a 20 % de 60, d’ou z = 20.
Donc 15% de z est égal a 15% de 20, ou 0,15 - 20, ou 3.

Solution 2 19.. 100
Puisque = % de 60 est égal a 12, alors % -60 =12, d’ou x = ,ouz = 20.
Donc 15% de x est égal a 15% de 20, ou 0,15 - 20, ou 3.
Solution 3
Pui % de 60 est égal & 12, alors —— - 60 = 12, ou ob — 12
sque e 60 est égal a alors — - 60 = ou — = 12.
uisque = % g , alors 7o , OU o5
15 15x
1 d da— —.
Or, 15% de x correspond a 100> " 1o
15 1 /60 1
Puisque 2 12, alors : T _ S (2E) 2 =3
100 100 4 \ 100 4

REPONSE : (D)

Solution 1

Puisque le carré PQRS a des cotés de longueur 2, alors PQQ = QR = RS = SP = 2.

Puisque W, X, Y et Z sont les milieux des cotés du carré PQRS, alors PW = PZ = 1.
Puisque ZZPW = 90°, alors d’apres le théoreme de Pythagore, WZ = PW?2+ PZ2,
ouWZ=+vV12+12, ou WZ = V2.

Le carré WXY Z a donc des c6tés de longueur /2.

L’aire du carré W XY Z est donc égale a (v/2)2, ou 2. L’aire du carré PQRS est égale & 22, ou 4.
Le rapport de ces deux aires est donc de 2 : 4, ou 1 : 2.

Solution 2
On trace les segments WY et ZX.
P 4 0
Z X
S R
Y

Puisque PQRS est un carré et que W, X, Y et Z sont les milieux de ses cotés, alors WY et ZX
divisent le carré en 4 carrés identiques.
Chacun de ces quatre carrés est divisé en deux triangles de méme aire par les diagonales. (Les
diagonales sont WZ, WX, XY et YZ.)
Le carré W XY Z est formé de 4 de ces triangles de méme aire.
Le carré PQRS est formé de 8 de ces triangles de méme aire.
Le rapport de ces deux aires est donc de 4 : 8, ou 1 : 2.
REPONSE : (A)
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11.

12.

13.

14.

15.

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle PRS,
PS =+VRS?— PR2=1/132 - 122 = /169 — 144 = V25 = 5,

puisque PS > 0.
Puisque PQ = PS + SQ, alors PQ =5+ 11, ou PQ = 16.
D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle PRQ,

RQ = \/PR? 4+ PQ? = V122 + 162 = /144 + 256 = v/400 = 20,

puisque RQ) > 0.
Le périmetre du triangle QRS est égal a RS + SQ + RQ), ou 13 + 11 + 20, ou 44.
REPONSE : (B)

Puisque 128 = 27, ses diviseurs positifs sont :
20 =1 2l =9 22 =4 2% =8 2t = 16 2° =32 26 — 64 2" =128

Parmi ces diviseurs, 1,4, 16 et 64 sont des carrés parfaits.
Donc, 128 admet trois diviseurs qui sont des carrés parfaits supérieurs a 1.
REPONSE : (D)

Puisque 4z, 2z — 3,4x — 3 forment une suite arithmétiqe, alors la différence entre deux termes

consécutifs est constante. On a donc (22 — 3) — 4z = (4 — 3) — (22 — 3).

Donc —2x — 3 =2z, d’ou 4o = —3, ou x = —%.
REPONSE : (E)

Puisque les quatre nombres 4, a, b et 22 ont une moyenne de 13, ils ont une somme de 4 x 13, ou
52. Donc4+a+b+22 =52, doua+ b= 26.
Puisque a > 4 et que a est un entier, alors a > 5.
Puisque a 4+ b = 26 et que a < b, les valeurs de a ne pourront pas égaler ou dépasser 13.
Donc a < 13. Puisque a est un entier, alors a < 12.
On a donc 5 < a < 12.
Donc a peut prendre 8 valeurs dans cet intervalle, soit 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12. (On remarque que
12—4=8oul2-5+1=38.)
Les valeurs de (a, b) sont (5,21), (6,20), (7,19), (8,18),(9,17), (10,16), (11, 15) et (12, 14).
Il y a donc 8 couples possibles.
REPONSE : (B)

Lorsque Hichem parcourt les 10 premiers kilometres a une vitesse moyenne de 12 km/h, il met
% heure, ou % heure pour le faire.

Puisqu’il met 1,5 heure pour parcourir 16 km, le temps qu’il met pour parcourir les derniers
3_5_9_5_4_2

6 km est égal a: 5 — ¢ =5 — 2 =5 = 3 heure.

Puisqu’il parcourt 6 km en % heure, sa vitesse moyenne dans les 6 derniers kilometres est égale

a 21/3 km/h, ou 9 km/h.

REPONSE : (B)
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16.

17.

18.

19.

Solution 1

Puisque 2 = 18 est une solution de I'équation 22 4+ 122 + ¢ = 0, alors 18 vérifie I’équation.
On a donc 182 + 12(18) + ¢ = 0, ou 324 + 216 + ¢ = 0, ou ¢ = —540.

L’équation initiale devient donc z? + 12x — 540 = 0, ou (z — 18)(z + 30) = 0.

L’autre solution est donc —30.

Solution 2

On sait que la somme des racines d'une équation de la forme 22 + bz + ¢ = 0 est égale & —b.
La somme des racines de I'équation 2% + 12z + ¢ = 0 est égale & —12. .

Soit r I'autre racine. La somme des racines est donc égale a r 4+ 18. On a donc r + 18 = —12, ou
r = —30.

L’autre solution est donc —30.

REPONSE : (C)

Le nombre de points sur le cercle est le méme que le nombre d’espaces entre les points.
Pour passer du point 7 au point 35, il faut parcourir 28 espaces autour du cercle, car 35 —7 = 28.
Puisque les points 7 et 35 sont diamétralement opposés, alors il faut parcourir le méme nombre
d’espaces pour continuer autour du cercle de 35 jusqu’a 7.
Il y a donc 2 - 28 espaces, ou 56 espaces entre les nombres autour du cercle.
Il y a donc 56 points autour du cercle. Donc n = 56.

REPONSE : (C)

On peut récrire la premiere équation ilz = 9 sous la forme x — y = 92 + 9y, ou —8x = 10y,
ou —4x = dy.

On peut récrire la deuxieme équation Tty = —60 sous la forme xy = —60x — 60y.

On multiplie chaque membre de cette derniere équation par 5 pour obtenir bxy = —300x — 300y,

ou z(by) = —300z — 60(5y).
Puisque 5y = —4x, alors x(—4x) = —300z — 60(—4x), ou —42* = —60x, ou 422 — 60x = 0, ou
4x(x — 15) = 0.
Donc z =0 ou x = 15.
Puisque y = —%x, alors y =0 ouy = —12.
D’apres la premiere équation, on ne peut avoir x = y = 0.
On peut vérifier que le couple (15, —12) vérifie les deux équations.
Donc (z +y) + (x —y) + 2y = 34 27+ (—180) = —150.
REPONSE : (B)

Solution 1

Lorsque les n éleves sont placés en groupes de 2, soit g le nombre de groupes complets et il y a
un groupe incomplet.

Puisque ce sont des groupes de 2, le groupe incomplet doit donc avoir 1 éleve.

Donc n =2g + 1.

Puisque le nombre de groupes complets de 2 éleves est 5 de plus que le nombre de groupes
complets de 3 éleves, il y avait g — 5 groupes complets de 3 éleves.

Apres que les éleves sont en groupes de 3, il reste un groupe incomplet qui doit comprendre 1
ou 2 éleves.

Onadoncn=3(g—5 +1oun=3(g—>5)+2.
Sin=2g+1letn=3(g—5)+1,alors2g+1=3(g—5)+1,0ou2g+1=3¢g—14, don g = 15.
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20.

Dans ce cas, puisque n = 2g + 1, alors n = 31. Il y avait donc 15 groupes complets de 2 éleves
et 10 groupes complets de 3 éleves.
Sin=2g+1letn=3(g—5)+2,alors2g+1=3(g—5)+2,0ou2g+1=3¢g—13, don g = 14.
Dans ce cas, puisque n = 2g + 1, alors n = 29. Il y avait donc 14 groupes complets de 2 éleves
et 9 groupes complets de 3 éleves.

Sin = 31, on pourrait diviser 31 éleves en 7 groupes complets de 4 éleves et 1 groupe incomplet.
Sin =29, on pourrait diviser 29 éleves en 7 groupes complets de 4 éleves et 1 groupe incomplet.
Or, I’énoncé indique que le nombre de groupes complets de 3 éleves est 3 de plus que le nombre
de groupes complets de 4 éleves. On doit donc avoir n = 31.

Dans ce cas, on a n®> —n = 312 — 31, ou n? — n = 930.

La somme des chiffres de I'entier égal & n? — n est donc égale & 12.

Solution 2
Puisque les n éleves ne peuvent pas étre placés en groupes complets de 2, 3 ou 4 éleves, alors n
n’est pas un multiple de 2, 3 ou 4.
Voici les premiers entiers supérieurs a 1 qui ne sont pas divisibles par 2, 3ou4: 5, 7, 11, 13, 17,
19, 23, 25, 29, 31, 35.
Dans chaque cas, on indique le nombre de groupes complets de chaque grandeur :
n |5 7]11][13]|17 /19|23 |25]29]31]35

Nbre de groupes complets de 2 éleves |2 13| 5 | 6 | 8 | 9 |11 |12 |14 | 15|17

NPre de groupes complets de 3 éleves | 1|2 3 | 4 | 56 | 7|8 |9 |10]11

Nbre de groupes complets de 4 éleves |1 |1 2 | 3 |4 | 4 | 5|6 | 7|78

Puisque le nombre de groupes complets de 2 éleves est 5 de plus que le nombre de groupes
complets de 3 éleves qui est lui-méme 3 de plus que le nombre de groupes complets de 4 éleves,
on voit que parmi ces résultats, n = 31 satisfait aux conditions.
Dans ce cas, on a n? —n = 312 — 31, ou n2 — n = 930. La somme des chiffres de I'entier égal &
n? — n est donc égale a 12.
(Puisqu’il s’agit d’un probleme & choix multiple et qu’on a trouvé une valeur de n qui vérifie les
condidions données, cette réponse doit étre bonne. La solution 1 indique pourquoi 31 est la seule
valeur de n qui satisfait aux conditions données.)

REPONSE : (B)

Puisque les points Y, W et @) sont alignés, alors ZYWV = 180° — ZVW Q.

Donc ZYWV = 180° — 125°, ou LYWV = 55°.

Puisque @)’ est la position finale du point () apres le pli, alors I'angle Q'WWV est la position finale
langle QW'V apres le pli. Donc ZQ'WV = ZQWV.

Donc ZQ'WV = ZQWV = 125°. Donc ZQ'WY = ZQWV —ZYWV  ou ZQ'WY = 125°—55°,
ou ZQ'WY = 170°.
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21.

22.

Puisque Q'W et R'Y sont des cotés paralleles de la feuille , alors ZR'YW + ZQ'WY = 180°.

Donc ZR'YW = 180° — ZQ'WY, ou LR'YW = 180° — 70°, ou ZR'YW = 110°.

Puisque les angles PY'V et R'YW sont opposés par le sommet, alors ZPYV = ZR'YW = 110°.
REPONSE : (A)

Lorsqu’on prend une bille au hasard de la boite 1, il y a une probabilité de % de choisir une bille
dorée et une probabilité de % de choisir une bille noire.

Apres ce choix, il y a donc une probabilité de % pour que la boite 2 contienne 2 billes dorées et 2
billes noires et une probabilité de % pour que la boite 2 contienne 1 bille dorée et 3 billes noires.
Dans le premier cas (qui survient avec une probabilité de %), il y a une probabilité de %, ou %
de choisir une bille dorée dans la boite 2 et une probabilité de %, ou %, de choisir une bille noire
soit dans la boite 2.

Dans le deuxiéme cas (qui survient avec une probabilité de %), il y a une probabilité de i de

choisir une bille dorée dans la boite 2 et une probabilité de % de choisir une bille noire dans la
boite 2.

Boite 1: 1D, IN

On choisit D On choisit N
p=1/72 p=1/2
Boite 2: 2D, 2N Boite 2: 1D, 3N

On choisit|D “s On|choisit N

p=1/2 p=13/4
Boite 3: 2D, 3N Boite 3: 1D, 4N
Donc, la probabilité de choisir une bille dorée dans la boite 2 est égale a % : % + % : }l, ou % et la

probabilité de choisir une bille noire dans la boite 2 est égale a % . % + % . %, ou g.

Donc apres ce choix, il y a une probabilité de % pour que la boite 3 contienne 2 billes dorées et 3
billes noires et une probabilité de % pour que la boite 3 contienne 1 bille dorée et 4 billes noires.
La probabilité de choisir une bille dorée dans la boite 3 est égale au produit de la probabilité
pour que la boite 3 contienne 2 billes dorées et 3 billes noires et de la probabilité de choisir une
bille dorée dans cette situation (c’est-a-dire g . %) plus le produit de la probabilité pour que la
boite 3 contienne 1 bille dorée et 4 billes noires et de la probabilité de choisir une bille dorée
dans cette situation.
La probabilité est donc égale a % . % + g . %, ou %. )
REPONSE : (A)

Solution 1
On développe I'expression pour obtenir :
(22 + 62 +9) 4+ 2(y* — 4y + 4) + 4(2? — 14z + 49) + (y* + 8y + 16)
On développe davantage pour obtenir :
2% 4+ 62 + 94 2y — 8y + 8 + 422 — 562 + 196 + % + 8y + 16

On simplifie pour obtenir :
522 — 502 + 3y? + 229
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On met en évidence le facteur 5 dans les deux premiers termes :
5(2® — 10x) + 3y* + 229
On complete le carré pour obtenir :
5(x% — 10z + 5% — 5%) + 3y* + 229

On obtient
5(z — 5)% — 125 + 3y% + 229

ou .
5(z —5)% + 3y* + 104

Puisque (z — 5)? > 0 pour tout nombre réel x et que 3y? > 0 pour tout nombre réel y, la valeur
minimale de 5(z — 5)? + 3y* + 104 (et donc de I'expression initiale) est égale a 5(0) + 3(0) + 104,
ou 104.

On obtient cette valeur minimale lorsque z = 5 (ce qui donne (z — 5)* = 0) et y = 0 (ce qui
donne 3y* = 0).

Solution 2
On développe 'expression pour obtenir :

(2% + 62 4+ 9) + 2(y% — 4y + 4) + 4(2® — 142 + 49) + (y* + 8y + 16)
On développe davantage pour obtenir :
2% 4+ 62 + 9+ 2y — 8y + 8 + 422 — 562 + 196 + y* + 8y + 16
On regroupe les termes qui contiennent x, ainsi que les constantes associées a ces termes :
2% 4 62 + 9 + 42” — 562 + 196 = 5% — 50z + 205 = 52 — 502 + 125 + 80 = 5(x — 5)? + 80
On regroupe les termes qui contiennent y, ainsi que les constantes associées a ces termes :
20% — 8y + 8+ 4> + 8y + 16 = 3y* + 24

Puisque (z —5)? > 0 pour tout nombre réel z, 'expression 5(z — 5)? + 80 a une valeur minimale
de 80.

Puisque y? > 0 pour tout nombre réel y, ’expression 3y? + 24 a une valeur minimale de 24.

Puisque l'expression (xr — 3)? + 4(z — 7)® a une valeur minimale de 80 et que l'expression

2(y —2)% + (y + 4)? a une valeur minimale de 24, alors I’expression

(x —3)2+2(y—2)> +4(x — 7)* + (y + 4)* a une valeur minimale de 80 + 24, ou 104.
REPONSE : (E)
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23. On nomme les centres des pieces de monnaie A, B, D, E, F, G et F, comme dans la figure suivante
et on trace les segments AB, AD, AE, AF, AG, AH, BD, DE, FF, FG, GH et HB.

Les cercles de centres D, E et F' ont un rayon de 3 cm et les cercles de centres A, B et G ont
un rayon de 2 cm. (D’ici la fin de la solution, on ne mentionnera pas les unités qui sont des
centimetres.)

Soit r le rayon du cercle de centre H. On cherche la valeur de r.

Lorsqu’on joint par un segment les centres de deux cercles qui se touchent, le segment passe par
le point de contact des cercles et sa longueur est la somme des rayons des deux cercles.

On a donc AB =2+2, ou AB = 4. De méme, AG =4, BD = AD = AE = AF = GF =5,
DE=FEF=6et HA=HB=HG=r+2.

Les triangles ADE et AFE ont tous deux des cotés de longueurs 5, 5 et 6. Ces triangles sont
donc isométriques.

De méme, les triangles ADB et AFG sont isométriques et les triangles ABH et AGH sont
isométriques.

Puisque deux angles correspondants de deux triangles isométriques sont égaux, alors

/HAB+ /BAD + ZDAF est égal a /ZHAG + /GAF + /FAE.

Or, ces six angles forment un angle plein au point A. Leurs mesures ont donc une somme de 360°.
Donc, ZHAB + ZBAD + /DAE = ZHAG + LGAF + /ZFAFE = 180°.

On retire les cercles de la figure et on porte attention a la partie supérieure de ce qui reste de la
figure.

On joint A au milieu K du segment DFE et on joint chacun des points D et H au milieu L du
segment AB.

H A

On considere le triangle ADFE.

Puisque DE = 6 et que K est le milieu de DFE, alors DK = KE = 3.

Puisque AD = AE = 5, le triangle ADE est isocele. Donc AK est perpendiculaire a DE et AK
est la bissectrice de I'angle DAFE.

De méme, les triangles AHB et ABD sont isoceles (avec HA = HB et DA = DB).

Puisque L est le milieu de AB et que AB = 4, alors AL = LB = 2 et les segments DL et HL
sont perpendiculaires a AB au point L.

On sait que ZHAB + /BAD + /DAE = /ZHAL + Z/LAD + 2/FEAK = 180°.
EK 3
Or sin(ZFAK) = AE =5 Donc ZEAK =~ 36,87°.
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24.

AL 2
De plus, cos(ZLAD) = D=5 Donc ZLAD = 66,42°.
Donc : ZHAL = 180° — ZLAD — 2/FAK ~ 180° — 66,42° — 2(36,87°) ~ 39,84°
AL 2
On sait aussi que : cos(LHAL) = A= 712

2
Puisque co0s(39,84°) ~ 0,7679, alors ) ~ 0,7679.
r
Onad ~ —2
n a donc r 0.7679
2
Puisque 07670 2 ~ 0,60451, alors parmi les choix de réponse, le rayon de la piece X est plus

pres de 0,605 cm.
(Si on utilise un plus grand nombre de décimales dans les calculs, on obtient r = 0,60466, ce qui
est encore plus pres de 0,605 cm.)

REPONSE : (D)

On explique d’abord 'expression L\/Ej d’une autre fagon pour augmenter sa compréhension.
Chaque entier strictement positif k£ peut étre placé entre deux carrés parfaits consécutifs. C’est-
a-dire qu’étant donné k, il existe exactement un entier strictement positif n de maniere que
n?<k<(n+1)>2.

Puisque n? <k < (n+1)%, alors n? < k <n?>+2n+1, dottn < vVk < n+ 1.

Puisque 7 et n + 1 sont des entiers consécutifs, alors |VE| = n.

En d’autres mots, n est le plus grand entier inférieur ou égal & V.

On cherche donc la somme de tous les entiers k& (1 < & < 999999) pour lesquels k est un multiple
du n correspondant.

Or,n*>=n-netn*+2n+1=n(n+2)+1.

Donc, les valeurs possibles de k (n? < k < n?+2n+ 1) sont les multiples de n dans cet intervale,
soit k=n-n, k=n(n+1)et k=n(n+2).

Puisque k& < 999999, alors & < 10002 = 1000 000, d’out n < 999.

Le probleéme est donc équivalent & celui de déterminer la somme de n?, n(n+1) et n(n+2) pour
toutes les valeurs de n de 1 a 999.

Puisque n? + n(n + 1) + n(n + 2) = 3n% + 3n, on cherche la somme des valeurs de 'expression
3n? + 3n pour toutes les valeurs de n de 1 & 999. Donc :

S = (3(1%) + 3(1)) + (3(2%) + 3(2)) + - - - + (3(998%) + 3(998)) + (3(999%) + 3(999))
=3(12+ 2%+ - +998% + 999%) + 3(1 + 2 + - - - + 998 + 999)

m(m + 1) m(m +1)(2m + 1)

Puisque 14+2+---+(m—1)+m = et 12422+ -+ (m—1)2+m? =
pour tout entier strictement positif m, alors :

1000)(1 1
g 3. 99 002)( 999) , .. 999(2000)

_ 3(999)6(1000)(1999 +3)

1
_ 999(2000) (2002)

= 999(1000)(1001)

Donc S =999 999 000.
REPONSE : (C)
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25. On forme d’abord une partition de I’ensemble A en sous-ensembles disjoints de la forme
P, = {b,3b,90,...,3"},

b étant un entier tel que 1 < b < 2045 et k étant le plus grand entier non négatif tel que
3%h < 2045.

Les deux premiers de ces sous-ensembles sont P, = {1, 3,9,27,81,243,729} et

Py, ={2,6,18,54,162,486, 1458}. On a formé ces ensembles avec b =1 et b = 2, d’ou k = 6.

On montre que chaque élément de A est un élément d’exactement un de ces sous-ensembles.
Puisque 37 = 2187, alors 37b > 2187 > 2045 pour chaque entier strictement positif b. Donc, la
plus grande valeur possible de k est 6.

Pour chaque valeur de k dans l'intervalle 0 < k < 6, on détermine 'intervalle des valeurs de b
qui correspondent a cette valeur de k :

ek=06:1<0b<2 puisque 2-3% = 1458 < 2045 et 3 - 35 = 2187 > 2045

e k=5:3<b<8, puisque 8- 3% = 1944 < 2045 et 9 - 3% = 2187 > 2045

o k=4:9<b<25, puisque 25 - 3* = 2025 < 2045 et 26 - 3* = 2106 > 2045

o k=23:26<0b<75 puisque 75 - 3% = 2025 < 2045 et 76 - 33 = 2052 > 2045

o k=2:76<b< 227, puisque 227 - 32 = 2043 < 2045 et 228 - 32 = 2052 > 2045

o k=1:228 <b <681, puisque 681 - 3! = 2043 < 2045 et 682 - 3' = 2046 > 2045

o k=0:682 < b <2045, puisque 2045 - 3° = 2045 et 2046 - 3° = 2046 > 2045

Puisqu’on veut créer des ensembles disjoints P, dont la réunion est 1’ensemble
A={1,2,3,...,2044,2045}, on exclut toutes les valeurs de b qui sont des multiples de 3.

(Si b était un multiple de 3, il serait un élément d’'un ensemble P, ou r < b.)
Dans chacun des intervalles précédents, on compte le nombre de multiples de 3 qu’il faut exclure :

k | Intervalles de b | NP de multiples de 3 | NP de valeurs | NP d’éléments
de b qui restent | dans chaque B,

6 1<bh<2 0 2—-0=2 7

) 3<bh<8 2 6—-—2=4 6

4 9<b<25 6 17—-6=11 )

3 26 <b< 75 17 50 — 17 =33 4

21 76 <b<227 50 152 — 50 = 102 3

1] 228 <b <681 152 454 — 152 = 302 2

01682 <b<2045 454 1364 — 454 = 910 1

Par exemple, l'intervalle 26 < b < 75 contient 50 entiers (75 — 25 = 50) y compris les multiples
de 3 a partir de 9 - 3 jusqu'a 25 - 3, c’est-a-dire 17 multiples de 3 (25 — 8 = 17). L’intervalle
228 < b < 681 contient 454 entiers (681 — 227 = 454) y compris les multiples de 3 & partir de
76 - 3 jusqu’a 227 - 3, c’est-a-dire 152 multiples de 3 (227 — 75 = 152).

Un entier b dans A qui n’est pas un multiple de 3 produit un ensemble P, et ne peut pas pa-
raitre dans un autre ensemble P,. N'importe quel multiple de 3, par exemple m, va paraitre dans
exactement un ensemble P, dont la valeur de b (qui n’est pas un multiple de 3) est obtenue en
enlevant par division tous les facteurs 3 de m.

On remarque que 2-7+4-64+11-5+33-4+102-3+4302-2+910-1 = 2045. Dong, la réunion
des ensembles P, inclut suffisamment d’éléments pour produire ’ensemble A au complet. Aucun
élément de A ne parait dans plus d'un ensemble P,. Donc, la réunion de tous ces ensembles B,
est égale a I'ensemble A.

Pourquoi ces ensembles sont-ils utiles pour résoudre ce probleme? Un sous-ensemble de A est
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sans-triple s’il ne contient pas deux éléments dont un est le triple de 'autre.

Un sous-ensemble de A est donc sans-triple exactement s’il ne contient pas deux éléments
consécutifs de n’importe quel P,.

Un sous-ensemble sans-triple 7' de A qui contient autant d’éléments que possible contiendra au-
tant d’éléments que possible de chacun des P, définis ci-haut.

Puisque deux éléments consécutifs de P, ne peuvent paraitre dans 7', alors un P, de 7 éléments
peut contribuer au plus 4 éléments a T' (le 1°7, le 3°, le 5¢ et le 7¢), un P, de 6 éléments peut
contribuer au plus 3 éléments a 7" (la moitié de ses éléments), et ainsi de suite.

Pour chaque valeur de k&, de k = 7 jusqu’a k = 0, chaque P, ci-dessus peut contribuer le nombre
suivant d’éléments a T :

k | NPre d’¢léments dans chaque P, | NP d’éléments qui peuvent étre choisis

O = DN Wk Tt
=N W R Ot
o= NN W W

Ainsi T peut contenir au plus 2-4+4-3+11-3433-2+102-2+4302-1+ 910 -1 éléments, ou
1535 éléments. Ce résultat est conforme au renseignement donné dans 1’énoncé.
Y a-t-il des choix lorsqu’on crée T'7
Si un P, contient 1 élément, cet élément doit étre choisi pour 7.
Si un P, contient 3 éléments, il y a 1 facon de choisir 2 éléments pour 7', puisque les 1 et 3¢
éléments (en ordre croissant) doivent étre choisis.
Si un P, contient 5 éléments, il y a 1 facon de choisir 3 éléments pour 7', puisque les 1°7, 3¢ et 5¢
éléments (en ordre croissant) doivent étre choisis.
Si un P, contient 7 éléments, il y a 1 fagcon de choisir 3 éléments pour 7', puisque les 1¢*, 3¢, 5¢
et 7¢ éléments (en ordre croissant) doivent étre choisis..
Si un P, contient 2 éléments, il y a 2 fagons de choisir 1 élément pour 7.
Siun P, contient 4 éléments, il y a 3 fagons de choisir 2 éléments pour 7. (Pour choisir 2 éléments
de {A, B, C, D} sans choisir deux éléments consécutifs, on peut choisir A et C'; A et D, ou B et
D.)
Siun P, contient 6 éléments, il y a 4 fagons de choisir 3 éléments pour T'. (Pour choisir 3 éléments
de {A, B,C, D} sans choisir deux éléments consécutifs, on peut choisir A et C' et E, ou A et C
et F,ouAet Det F,ouBetDetF.)
Le nombre de facons de choisir un sous-ensemble sans-triple 7" de A qui contient autant d’éléments
que possible est donc égal & 12 - 4% . 111. 333 . 11029302, 1910,
En effet, il y a 2 ensembles P, avec k = 6 et 1 facon de choisir 4 éléments de chacun (ce qui
donne 12 choix en tout), 4 ensembles P, avec k = 5 et 4 fagons de choisir 3 éléments de chacun
(ce qui donne 4* choix en tout, et ainsi de suite.
Les sept facteurs de ce produit, de £ = 6 jusqu’a k = 0, donnent le nombre de fagons de choisir
le nombre maximum d’éléments d'un ensemble P, qui correspond a cette valeur de k, élevé a la
puissance égale au nombre de tels ensembles B,.
Le nombre de facons est égal a 4% - 333 . 2302 oy 2310 333,
D’apres 1’énoncé du probleme, on a N = 22 4 32 + 310% + 332, ou N = 97202.
Les trois derniers chiffres de N sont 202.

REPONSE : (A)
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8+9+10+11+12 50

5 5
OU Puisque les cinq nombres sont des entiers consécutifs, la moyenne est égale au nombre du

milieu, soit 10.

1. La moyenne des cinq nombres est égale a : 10

REPONSE : (E)

2. Ona:2X3+4:6+4:E:2
243 5 5

REPONSE : (A)

3. Soit d la distance entre deux points consécutifs sur la droite.

En marchant de P a U, Eva parcourt une distance de 5d.
En revenant de U a P, elle parcourt encore une distance de 5d. La distance totale est de 10d.
Puisque 70 % de 10 est 7, Eva a complété 70 % de son trajet lorsqu’elle a parcouru une distance
de 7d (c.-a-d. apres avoir parcouru 7 segments).
Elle a complété une distance de 7d apres avoir parcouru une distance de 2d a son retour du
point U, c’est-a-dire au point S.

REPONSE : (D)

4. Ona:(z—3)2=(-3-3)2=(—6)>=36
REPONSE : (B)

5. D’apres la figure ci-contre, 'ordre des sommets doit étre PQRS.
(Si V'ordre était différent, I'angle QRP ou 'angle QPR serait un
angle du rectangle, ce qui est impossible, car ces angles ne sont
pas droits.)

> <

C A ((A))

Puisque P et () ont la méme abscisse, le coté P(Q) du rectangle est > X
vertical. o
Donc, le coté SR doit étre vertical. Le point S a donc la méme P(3,-2)

abscisse que R, soit 7.
Puisque @ et R ont la méme ordonnée, le coté QR du rectangle est horizontal.
Donc, le coté PS doit étre horizontal. Le point S a donc la méme ordonnée que P, soit —2.
Les coordonnés de S sont donc (7, — 2).

REPONSE : (B)

6. Puisque M N PQ est un rectangle, 'angle NM Q) est droit, de méme que I'angle NM Z.
Les mesures des angles du triangle NMZ ont une somme de 180°. Donc :

LNZM =180° — LZNM — LZMN = 180° — 68° — 90° = 22°

X
N, P
68"
22° 55°
Z M 0 Y

Puisque les mesures des angles du triangle ZXY ont aussi une somme de 180°, alors :

LYXZ =180° - LXZY — /XY Z = 180° — 22° — 55° = 103°
REPONSE : (E)
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7.

10.

11.

Au départ, Valérie a la moitié de 'argent qu’il faut pour acheter le collier.
Apres que sa soeur lui a remis 308, Valérie a les trois quarts de 'argent qu’il lui faut. Donc, sa
soeur lui a remis un quart de la somme requise, car % — % = %1.
Il Tui faut encore un quart de la somme requise, soit le méme montant que sa soeur lui a donné,
c’est-a-dire 30 $.
Donc, son pere lui donnera 30 $.

REPONSE : (D)

Puisque 15% = 225 et 15 = 3 - 5, alors 225 = 15? = (3-5)? = 3% . 5%
Donc x =2 et y =2, dou x +y = 4. )
REPONSE : (B)

Solution 1

Les deux équipes ont un total de de (25 + 19) joueurs, ou 44 joueurs.
Or, il y a exactement 36 éleves qui font partie d’'une ou 'autre équipe.
Puisque 44 — 36 = 8, 8 éleves ont été comptés deux fois.

Il y a donc 8 éleves qui font partie des deux équipes.

Solution 2

Soit z le nombre d’éleves qui font partie des deux équipes.

Puisque 25 éleves jouent au baseball, il y a 25 — x éléves qui jouent au baseball et qui ne jouent
pas au hockey.

Puisque 19 éleves jouent au hockey, il y a 19 — x éleves qui jouent au hockey et qui ne jouent
pas au baseball.

Puisque 36 éleves font partie de I’équipe de baseball, de ’équipe de hockey ou des deux, alors :

(25 —z) 4+ (19 —z) + 2 = 36

(Les trois expressions du membre de gauche représentent respectivement le nombre d’éleves qui
jouent au baseball mais pas au hockey, le nombre d’éleves qui jouent au hockey mais pas au
baseball et le nombre d’éleves qui jouent au baseball et au hockey.)
Donc 44 — x = 36, d'ou x = 8.
Donc 8 éleves font partie des deux équipes.

REPONSE : (B)

Puisque Boris a parcouru 200 km & une vitesse de 50 km/h, il a mis 4 heures pour le faire, car
% = 4. Anca a parcouru les mémes 200 km & une vitesse de 60 km/h, avec un arrét en chemin.
Puisqu’Anca a parcouru 200 km a une vitesse de 60 km/h, le temps qu’elle a mis pour conduire
sur la route est de 3% heures, car % = 3%.

Le temps d’arrét d’Anca est égal a la différence entre les deux temps sur la route. Il est donc
égal a 4h — S%h, ou %h.

Puisque % d’une heure vaut 40 minutes, Anca s’est arrétée 40 minutes pour se reposer.

REPONSE : (A)

Pour chaque valeur positionnelle (unité, dizaine, centaine) d’un tel nombre, il y a 3 chiffres
possibles (7, 8 ou 9). Le nombre d’entiers positifs de trois chiffres qui n’utilisent aucun autre
chiffre que 7, 8 et 9 est donc égal a 3-3 - 3, ou 27.
(On remarque qu'’il y a 9 tels entiers qui commencent par un 7, 9 qui commencent par un 8 et 9
qui commencent par un 9. Les 9 entiers qui commencent par un 7 sont 777, 778, 779, 787, 788,
789, 797, 798 et 799.)

REPONSE : (E)
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12.

13.

14.

15.

Puisque cos60° = % et cos45° = \/Li’ alors I'équation donnée, cos60° = cos45° cosf, devient

%: \%cos@. Donc cosf = \/75 = \%

Puisque 0° < 0 < 90°, alors 6 = 45°.
REPONSE : (D)

On remplit un tableau qui indique I'argent que Steve et Wilfrid ont a la fin de chaque année.
Apres 'année 2000, la donnée dans la colonne de Steve est le double de celle de ’année précédente,
tandis que la donnée dans la colonne de de Wilfrid est la moitié de celle de 'année précédente.

On s’arréte lorsque la donnée dans la colonne de Steve est plus grande que celle dans la colonne

de Wilfrid :
Année | Steve | Wilfrid

2000 | 1008 | 10000 %
2001 | 200% | 50008%
2002 | 400% | 2500%
2003 | 8003 | 12509
2004 | 1600 % 625 $

Donc a la fin de 2004, Steve a plus d’argent que Wilfrid pour la premiere fois.
REPONSE : (C)

Solution 1

Puisque PQRS est un carré, sa diagonale SQ) coupe le carré en deux régions de méme aire.

Le rapport de l'aire du triangle PQS a 'aire du carré PQRS est donc de 1 : 2.

On considere la base PS et la hauteur correspondante PQ du triangle PQS.

De méme, on considere la base MS et la hauteur correspondante PQ du triangle MQS. (PQ
est perpendiculaire a la droite qui contient MS.)

Puisque M S = %PS, I’aire du triangle M Q.S est la moitié de 'aire du triangle PQS.

Puisque le rapport de 'aire du triangle PQS a l'aire du carré PQR.S est de 1 : 2, alors le rapport
de l'aire du triangle QM S a 'aire du carré PQRS est de 1 : 4.

Solution 2

Soit 2a la longueur d’un c6té du carré PQRS.

L’aire du carré PQRS est donc égale & (2a)?, ou 4a®. P 2a 0
Puisque M est le milieu du coté PS, alors PM = MS = a.

On considere la base M S et la hauteur correspondante P du tri-
angle QM S. (PQ est perpendiculaire & la droite qui contient MS.) M 2a
Puisque MS = a et PQ = 2a, 'aire du triangle QM S est égale a a
$(MS)(PQ), ou 3a(2a), ou a®.

Donc, le rapport de l'aire du triangle QM S a 'aire du carré PQR.S
est de a? : 4a?, ce qui est égal & 1 : 4.

S 2a R

REPONSE : (B)

Solution 1

Zoltan a répondu a 45 questions. Si toutes ses réponses avaient été bonnes, il aurait regu 45(4)
points, ou 180 points. Or, il a requ 135 points. Il a donc perdu 45 points (180 — 135 = 45).
Pour chaque réponse erronée, Zoltan perd 5 points par rapport a une bonne réponse, car une
bonne réponse lui aurait rapporté 4 points et il perd 1 autre point pour la réponse erronée.
Puisque 45 + 5 = 9, Zoltan a donc 9 réponses erronées. (On peut vérifier qu’avec 36 bonnes
réponses, 9 réponses erronées et 5 questions sans réponse, Zoltan obtient 36(4) — 9(1) + 5(0)
points, ou 135 points.)
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16.

17.

Solution 2
Soit x le nombre de réponses erronées.
Puisque Zoltan a répondu a 45 questions en tout, il a 45 —  bonnes réponses.
Puisque I'examen est composé de 50 questions et que Zoltan a répondu a 45 questions, 5 questions
sont restées sans réponse.
D’apres le baréme de correction, Zoltan obtient 4(45 — ) — 1(z) + 0(5) points.
Or, on sait qu’il a obtenu un total de 135 points.
Donc 4(45 — z) — 1(x) + 0(5) = 135, d’ou1 180 — 4x — x = 135, ou S5z = 45, ou z = 9.
Zoltan a donc 9 réponses erronées.
(On peut vérifier qu’avec 36 bonnes réponses, 9 réponses erronées et 5 questions sans réponse,
Zoltan obtient 36(4) — 9(1) + 5(0) points, ou 135 points.)
REPONSE : (A)

Puisque P(—4,0) et Q(16,0) sont les extrémités du diametre du demi-cercle, le diametre a une
longueur de 16 — (—4), ou 20.

Puisque le demi-cercle a un diametre de 20, il a un rayon de %(20), ou 10.

Puisque le centre C est le milieu du diametre PQ), il a pour coordonnées (%(—4 + 16), %(0 - O)),
ou (6,0).

N
7

R(0,9)

P(—4,0) C(6,0) 0(16,0) .

Puisque C'R est un rayon, il y a une distance de 10 entre les points C(6,0) et R(0,t). Donc :

V(6 —=02+(0—-1)2 = 10
36 +t2 = 100
2 = 64

(On aurait pu indiquer que le triangle ROC' est rectangle, puisque les axes sont perpendiculaires,
puis utiliser le théoreme de Pythagore, avec RO = t, RC = 10 et OC = 6, pour obtenir
2 +62 =102, d’on t* = 64.)
Puisque t > 0, alors ¢t = 8.

REPONSE : (C)

Puisque

+z:3, alors a +b=3(a—10b), oua+b=3a—3b.

Donc 4b = 2a, ou 2b = a, d’ou 2 = %.

a
(On remarque que b # 0, autrement 1’équation initiale serait — = 3, ce qui est faux.)
a

REPONSE : (D)
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18.

19.

20.

21.

L’équation x? + 2kx + Tk — 10 = 0 admet deux racines réelles égales lorsque son discriminant est
égal a 0. Le discriminant, A, est égal a :

A = (2k)* — 4(1)(7Tk — 10) = 4k* — 28k + 40

Le discriminant est égal & 0 lorsque 4k? — 28k +40 = 0, ou k* —7k+10 = 0, ou (k—2)(k—5) = 0,
c’est-a-dire lorsque £ = 2 ou k = 5. On vérifie :

Lorsque k = 2, équation initiale devient 22 +4x +4 = 0, ou (z +2)? = 0. Cette équation admet
une seule solution réelle, soit —2.

Lorsque k = 5, I’équation initiale devient z* + 10z + 25 = 0, ou (z + 5)? = 0. Cette équation
admet une seule solution réelle, soit —5.

La somme des deux valeurs de k est 2+ 5, ou 7. ,
REPONSE : (E)

Soit m la pente des trois droites paralleles.
La droite de pente m et d’ordonnée a l'origine 2 a pour équation y = mx + 2.
Pour déterminer I'abscisse a l'origine de cette droite en fonction de m, on pose y = 0 pour obtenir

2
mz + 2 =0, ou x = ——. La droite a donc pour abscisse a 'origine ——.

m m 3
De méme, la droite de pente m et d’ordonnée a l’origine 3 a pour abscisse a 'origine ——.

Aussi, la droite de pente m et d’ordonnée a l'origine 4 a pour abscisse a l'origine ——.
m
. : \ - 2 3 4
Les trois abscisses a 1’origine ont une somme de 36. Donc { — |+ (—— | + ( —— | = 36.
m m m
On multiplie chaque membre par m pour obtenir —2 —3 — 4 = 36m, ou 36m = —9, ou m = T
REPONSE : (E)

pour obtenir a?"'4(1 + a).
est un multiple de 5 et I’expression initiale est donc divisible

On factorise I'expression a?''* 4 ¢201°
Sia =5 oua = 10, le facteur a?°'4
par 5.

Sia=4oua=09,lefacteur (1+a) est un multiple de 5 et ’expression initiale est donc divisible
par 5.

Sia=1,23,6,78, alors ni ¢** ni (1 + a) n’est un multiple de 5. Puisqu’aucun facteur n’est
un multiple du nombre premier 5, alors le produit a?***(1 + a) n’est pas divisible par 5.

Donc dans l'intervalle 1 < a < 10, il y a 4 entiers a pour lesquels a?°'* + a?°'® est divisible par 5.
REPONSE : (C)

Amina peut gagner a son premier tour, a son deuxieme tour ou a son troisiéme tour.

Elle gagne a son premier tour si elle obtient pile. La probabilité pour que cela se produise est
de 1.

Amina gagne a son deuxieme tour si elle obtient face a son premier tour, si Ben obtient face a

son premier tour et si elle obtient pile a son deuxieme tour, c¢’est-a-dire si les joueurs obtiennent

la suite FFP. La probabilité pour que cela se produise est de 2 - 1.1 ou %. (On remarque qu'il

n’y a qu'une seule suite de lettres F et/ou P qui permette & Amina de gagner a son second tour
et et que chacun des trois résultats de cette suite a une probabilité de %)

De méme, Amina gagne a son troisieme tour si les deux joueurs obtiennent la suite FFFFP. La

probabilité pour que cela se produise est de (%)5, ou 3%
La probabilité pour qu’Amina gagne est donc égale a % + % + 3%, ou %, ou %

REPONSE : (A)
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22.

23.

Puisque a, b et ¢, dans cet ordre, forment une suite arithmétique alors il existe un nombre réel
d pour lequel a =b—d et c=0b+d.

On doit avoir d # 0, autrement on aurait a = b = ¢ et avec abc = 17955, on aurait b> = 17 955,
d’ott b = v/17955, qui n’est pas un entier.

On écrit les les termes de la suite géométrique en fonction de b et de d.

3a+b=3(b—d)+b=4b—3d  3b+c=3b+(b+d) =4b+d  3c+a = 3(b+d)+(b—d) = 4b+2d
Puisque 3a + b, 3b + ¢ et 3¢ + a, dans cet ordre, forment une suite géométrique, alors :

3b+c 3c+a
3a+b 3b+c
(3b+¢)* = (3a+0b)(3c+a)
(4b+d)* = (4b— 3d)(4b+ 2d)
166> 4+ 8bd + d* = 16b* — 4bd — 6d°

12bd = —7d°
120 = —-7d (puisque d # 0)
d = —2b

Donc a=b—d=>b—(—2b)
Puisque abc = 17955, alors (
b= —-21.

Donc a = b = 2(-21) = =57 et ¢ = —2b = —2(—21) = 15.
On peut vérifier que a = —57, b = —21 et ¢ = 15 ont un produit de 17955, que —57, — 21,15
est une suite arithmétique (avec une raison de 36), et que 3a + b, 3b + ¢ et 3¢+ a (c.-a-d. —192,
—48 et —12) forment une suite géométrique (avec une raison de 1).

Donc a + b+ ¢ = (—=57) + (—21) + 15 = —63.

Byetc=b+d=0b+ (—12b) = —2b.
b)(b)(—2b) = 17955, ou —22b* = 17955, ou b* = —9261, d’oi

s

REPONSE : (A)

On transforme 1’équation donnée en équations équivalentes :

522 — day + 2z + 3 624

52 —day+2rx+9y°+1 = 625
4o —day+y  + 22 +22+1 = 625
2z —y)* +(z+1)? = 625

On sait que 625 = 252

Puisque z et y sont des entiers, alors le membre de gauche est la somme de deux carrés parfaits.
Puisqu’un carré parfait est non négatif, alors chacun de ces carrés parfaits est au plus égal a 625,
ou 252.

Les carrés parfaits de 0% & 252 sont :

0,1,4,9,16, 25, 36,49, 64, 81,100,121, 144,

169, 196, 225, 256, 289, 324, 361, 400, 441, 484, 529, 576, 625

Les paires de carrés parfaits dans cette liste qui ont une somme de 625 sont :

625 + 0 = 576 4 49 = 400 + 225
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24.

(On peut le vérifier assez rapidement en calculant la différence entre 625 et chacun des carrés
parfaits pour voir si cette différence est un carré parfait. De plus, il n’est pas nécessaire de vérifier
les nombres inférieurs a 324, puisque 625 est impair et un des deux carrés parfaits qui ont une
somme de 625 doit étre plus grand que 'autre. Il doit donc étre plus grand que la moitié de 625.)
Donc (2z — y)? et (x + 1)? doivent égaler 25? et 0? dans un certain ordre, ou ils doivent égaler
242 et 7% dans un certain ordre, ou ils doivent 20% et 152 dans un certain ordre.

Donc 2x —y et x + 1 égalent +25 et 0 dans un certain ordre, ou +24 et £7 dans un certain ordre
ou £20 et 15 dans un certain ordre.

Puisque x > 0, alors  + 1 > 1. Il suffit donc de considérer les cas ou x + 1 = 25,24,7,20,15 :

e Siz+1=25 alors z=24. Si2x —y =0 et x = 24, alors y = 48.
eSiz+1=24,alorsx =23.Si2x—y=Tet x =23, alors y =39;si 20—y = —T7et v = 23,

alors y = 53.
eSiz+1="Talorsx =6.Si2xr—y=24etx=6,alorsy=—12;si2x —y = —24 et x = 6,
alors y = 36.

eSiz+1=20,alorsx=19. Si2x —y=15et x = 19, alors y = 23; si 20 —y = —15 et
x =19, alors y = 53.
eSix+1=15 alorsz = 14. Si 2x —y = 20 et z = 14, alors y = 8; si 20 —y = —20 et
x = 14, alors y = 48.
D’apres cette liste, les couples (x,y) d’entiers non négatifs, tels que 0 < = < y, qui vérifient
I'équation donnée sont (z,y) = (24, 48), (23,39), (23, 53), (6,36), (19, 23), (19, 53), (14, 48).
Il y a 7 couples. (On peut vérifier que chaque couple vérifie I’équation donnée.)
REPONSE : (E)

Soit r le rayon du cercle inférieur.

On nomme le carré ABCD, le centre du cercle supérieur U et le centre du cercle inférieur L.
De plus, soit E le point de contact du cercle supérieur avec la droite supérieure, GG le point de
contact du cercle inférieur avec la droite inférieure, F' le point de contact des deux cercles et H
le point de contact du cercle inférieur et du carré.

On trace les segments EU, UF, FL, LG, LH et UA.

On utilisera deux propriétés de des cercles :

e Lorsqu’on joint le centre d’un cercle et le point de contact d’une tangente au cercle, le
segment de droite obtenu est perpendiculaire a la tangente. Donc U E est perpendiculaire a
la droite supérieure, LG est perpendiculaire a la droite inférieure et LH est perpendiculaire
a AD.

e Lorsque deux cercles sont tangents 'un a l'autre, le segment de droite qui joint leurs centres
passe par le point de contact des cercles. Donc, UF'L est un segment de droite.

On prolonge EU vers le bas pour qu’il rejoigne LH en J.

Puisque FU et AD sont perpendiculaires aux deux droites £
paralleles et que LH est perpendiculaire a AD, alors EJ est
perpendiculaire a LH. Y y
On prolonge BA pour qu’il rejoigne EJ en K. Comme dans i
I’argument précédent, AK est perpendiculaire a E.J. F \
On considere le triangle UJL qui est rectangle en J.
. - L H
Puisque le cercle supérieur a un rayon de 65, alors J
EU=UA=UF = 65.
Puisque le cercle inférieur a un rayon de r, alors G '_D C

FL=LH=LG=r.
DoncUL=UF +FL=654+1r =14 065.
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25.

Puisque les deux droites sont paralleles, que EJ et LG sont perpendiculaires a ces droites et que
LJ est parallele a ces droites, EU + UJ + LG est égal a la distance entre ces droites.

Donc 65+ UJ +r =400, d’'ou UJ = 335 —r.

Puisque AKJH est un rectangle, alors LJ =LH — JH =r— JH =r — AK.

Or, le triangle U K A est rectangle et UA = 65.

De plus, UK = EK — EU = EFK — 65.

EK est égal a la distance entre les droites paralleles moins la longueur des cotés du carré, soit
400 — 279, ou 121.

Donc UK =121 — 65, ou UK = 56.

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle UK A, on a AK? = UA? — UK?, d’ott
AK? = 652 — 562, ou AK? = 1089, ou AK? = 332

Puisque AK > 0, alors AK = 33.

Donc LJ =1r — 33.

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle UJL, On a :

UJ*+LJ* = UL?
(335 —7)*+ (r —33)> = (r+65)>
r? — 670r + 3352 + 12 — 66r + 332 = 1?4 130r + 65°
r? — 8661 + 109089 = 0

6+ 2 —4(1)(1 +
56 \/866 5 (1)( 09089), our = M Donc r =153 ou r = 713.

Puisque r doit étre inférieur a la distance entre les deux droites, c¢’est-a-dire a 400, alors r = 153.
Le choix de réponse le plus pres est 153.

Donc r =

REPONSE : (C)

Cette solution se veut aussi complete que possible. Dans un concours de questions a choix mul-
tiple, ceux qui tentent de résoudre un tel probleme ne se préoccuperaient probablement pas de
tous les détails.

17 étape : On récrit les fractions en utilisant les renseignements donnés
On considere un nombre réel x dont I'écriture décimale est de la forme 0,g192 ... gpT17T2 .. Ty,
p et g étant des entiers tels que p > 0et ¢ > 0et g1,92, ..., Gp, 71,72, ..., 7 étant des chiffres.
(On remarque que si p =0, alors 0,g192 ... gpT172 .- - Tg = 0,713 - . - 74.)

c

Donc x = ————, ¢ étant un entier strictement positif quelconque.
107(107 — 1) POSTHE quefcond

On le démontre avec un cas particulier, la démonstration générale étant donnée a la fin de la
solution. Si = 0,12745, alors :

v = 0,12745
100z = 12,745
10%z — 12 = 0,745
1000(10%z — 12) = 745,745
10°(10%z — 12) — 745 = 0,745
10°(10%z — 12) — 745 = 10%z — 12
103(10%z — 12) — (10%z — 12) = 745
(10° —1)(10%°z — 12) = 745
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745
1022 —12 = ———
v 10% — 1
745
1022 = 12
v T
12
YT 100 T 102108 - 1)
0 —112+745

102(10° — 1)

-1 . m , . . .-
On considere une fraction —, m et n étant des entiers strictement positifs et m < n. Alors
n
m
0<—<1.
" m
On considere maintenant une fraction —, m et n étant des entiers strictement positifs et
n
m 7/ . 7/ . 7 . . 7 N . 7 .
0 < — < 1, dont I’écriture décimale comporte une séquence de 6 chiffres qui se répete indéfiniment.
n
C’est-a-dire on suppose que — = 0,192 ...gpT172 .. .7g, p étant un entier supérieur ou égal a 0
n

et 91,92, -, 9psT1,72,73, 74,75, 76 €tant des chiffres.

D’apres ce qui précede on a, ¢ étant un entier quelconque strictement positif.

C
n 107 - 999999’
(On remarque que 10 — 1 = 999999.)

2¢ étape : On analyse n par rapport aur conditions données
D’apres la 1™ étape, on a cn = 107 - 999999 m.

Puisque — est irréductible, alors m et n n’admettent aucun diviseur commun supérieur a 1.
n

Donc, n doit étre un diviseur de 107 - 999999.

Or, 107 - 999999 = 2P - 57 - 999 - 1001 = 2P - 5P - (3% - 37) - (11-91) =2P .57 . 33.37-11-7-13.
Puisque n est un diviseur de 2P - 57 - 3% - 37 - 11 - 7 - 13, alors n ne peut admettre de diviseurs
premiers autres que 2,3,5,7,11,13, 37.

Puisque n n’est pas divisible par le carré de n’importe quel entier strictement positif supérieur

a 1, alors il ne peut étre divisible par le carré de n'importe quel nombre premier.
Donc, n doit étre un diviseur de 2-5-3-37-11-7-13, ou 1111110.

3¢ étape : On consolide ce qu’on a

On sait que toute fraction — qui satisfait aux propriétés
n
e m et n sont des entiers strictement positifs tels que m < n,

e — est une fraction irréductible,
n
e n n’est pas divisible par le carré de n’importe quel entier strictement positif supérieur a 1,

et

, . , . m , . . ;s P
e ’écriture décimale de — comporte une séquence de 6 chiffres qui se répete indéfiniment
n

m s
peut étre écrite sous la forme — s étant un entier positif tel que 1 < s < 1111109.

n  1111110°
(On n’a pas encore déterminé si la séquence la plus courte d’entiers qui se répete indéfiniment a

une longueur de 6.)
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4¢ étape : Chaque fraction 1 < s < 1111109, peut étre écrite sous la forme d’une

S
, _ - 11111107 | y
fraction qui satisfait aux quatre propriétés précédentes

s
Chaque fraction 1111110 est entre 0 et 1, elle peut étre écrite sous forme irréductible et son

dénominateur n’est pas divisible par le carré de n’importe quel entier positif supérieur a 1. Donc,
n’importe quelle forme réduite (ou irréductible) de cette fraction satisfait aussi a cette propriété,
puisque les diviseurs du dénominateur seront éliminés et non pas ajoutés.

De plus,
S 1 9s 1 z
1111110 10 999999 10 (y+ 999999>
y et z étant des entiers non négatifs tels que 0 < y < 10 et 0 < z < 999998. (y et z sont
respectivement le quotient et le reste lorsque 9s est divisé par 999999.)
Soit z = rirorsryrsre, 11,12, '3, 4,5, 76 €tant des chiffres, (certains de ces chiffres, ou tous, sont
possiblement 0), alors :

S 1 ( r1r2r37’4r5r6> 1 ( ) =0
—_— = —————— ) = — (y,F1rar3T4T57g) = O,yTiTor3ryTsT
1111110 10 999999 1o WHTLTRTsTaTsTe) = B YTITRTsTATSTS
Chaque %1110 peut étre écrit sous forme décimale comportant une séquence de 6 chiffres qui

se répete indéfiniment.

s m
—— est différent des autres et produira une fraction — différente.
1111110 n

Donc, le nombre de telles fractions Tino (qui est égal a 1111109) est égal au nombre de

. m . . s
fractions — qui satisfont aux quatre propriétés ci-haut.

De plus, chaque

On n’a pas encore vérifié si la séquence de 6 chiffres est la plus courte.

5¢ étape : On considére des longueurs plus courtes possibls
Si la plus courte séquence de chiffres qui se répete est de longueur 6, il ne peut pas y en avoir de
longueur 1, 2, 3, 4 ou 5.

En utilisant une démarche semblable a la premiere utilisée précédemment, on voit que m ne
c c c c "

ou ou ou ou .

107 -9 107 - 99 107 - 999 107 - 9999 107 - 99999

En utilisant une démarche semblable a I'analyse des diviseurs premiers utilisée précédemment,
t t t

= — Ou —=
2-5-3 30 2-5-3-11 330
t t t t t t
= ou = ou = .
2-5-3-37 1110 2-5-3-11-101 33330 2-5-3-41-271 333330

peut étre écrit sous une des formes

. m N , .
on voit que — ne peut étre écrit sous une des formes ou
n

. . m .. s , . ,
Il est possible qu’une fraction — qui vérifie les propriétés précédentes, y compris une séquence
n

de 6 chiffres qui se répete indéfiniment, puisse aussi étre écrite avec une séquence de 1, 2 ou 3
chiffres qui se répete indéfiniment.
Par exemple,

0,77 = 0,7 T T 7y 0,713 = 0,779 ToT T2 0,717oT3 = 0,71T2T3T1T273

ont toutes une séquence de 6 chiffres qui se répete indéfiniment.

Il est impossible pour une fraction — donc I'écriture décimale comprend une séquence de 6

n
chiffres qui se répete indéfiniment d’avoir aussi une séquence de 4 ou 5 chiffres qui se répete
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indéfiniment, sans avoir une séquence de 1 ou 2 chiffres qui se répete indéfiniment.
En effet, s’il existe une séquence de 4 chiffres qui se répete indéfiniment, alors

S S t
1111110 2-5-3-37-11-7-13  2-5-3-11-101

t étant entier strictement positif quelconque. Donc 2-5-3-11-101-5s =2-5-3-37-11-7-13-¢, d’ou
t’ t’
101-s=37-7-13-t. Donc 101 est un diviseur de ¢ et on a donc i = = —,
1111110 2-5-3-11 330
t' étant un entier strictement positif quelconque.

S /

1111110 330
indéfiniment. Donc, toute fraction dont I’écriture décimale a une séquence de 4 chiffres qui se
répete indéfiniment sera traitée avec celles dont I’écriture décimale comprend des séquences de
longueur 1, 2 ou 3.

De la méme maniere, on peut éliminer les fractions dont 1’écriture décimale a une séquence de 5
chiffres qui se répete indéfiniment.

On doit donc éliminer les fractions dont ’écriture décimale a une séquence de 1, 2 ou 3 chiffres
qui se répete indéfiniment.

Donc, I’écriture décimale de comprend une séquence de 2 chiffres qui se répete

6¢ étape : On considere les chevauchements
m

On doit considérer 1111109 fractions — qui satisfont aux quatre propriétés.
n

Puisque I’écriture décimale de — ne peut avoir une séquence de 1, 2 ou 3 chiffres qui se répete
n

u v w )
ou —— ou —, u, v et w étant

] n o 1110 330 30

des entiers strictement positifs tels que u < 1110, v < 330 et w < 30.

Soit U ’ensemble des 1009 fractions de la forme L, V T'ensemble des 329 fractions de la forme

e m N ,
indéfiniment, — ne peut étre écrite sous I'une des formes

1110
L, et W T'ensemble des 29 fractions de la forme E
330 30
37
N’importe quelle fraction de la forme v est aussi de la forme “ (puisque v w) et de
1110 30 1110

v . w  1lw
la forme — (puisque — =

330 30 330 )
Donc, toute fraction dans W est aussi dans U et dans V. Dans la notation d’ensembles, on écrit

WCUetWCV.

De plus, toute fraction qui est dans U et dans V' est aussi dans W :

U v
la f —.
1110 et de la forme 330

On considere une fraction qui peut étre écrite de la forme

v u v
=% on 2~ Y Done 11u = 370.
1110 ~ 330" O 37 ~ 17 Powe Hu=3Tv

Puisque 37v est un multiple de 11 et que 37 n’est pas divisible par le nombre premier
11, alors v est un multiple de 11.

v 11f f

Donc — = — = -,

- 330 330 30

fraction est donc dans W.
Dans la notation d’ensembles, on écrit U NV C W.

Puisque W CU et W C Vet UNV C W, alors UNV =W, en d’autres mots, 'ensemble des

fractions qui sont dans U et dans V' est précisément ’ensemble W.

On a donc

f étant un entier strictement positif quelconque et cette
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7¢ étape : Compte final

On commence par les 1111109 fractions mentionnées précédemment et on veut omettre les frac-
tions dans U, V et W.

Puisque chaque fraction dans W est aussi dans U et dans V, il suffit d’omettre les fractions dans
UetV.

Le nombre total de fractions qui sont dans U ou dans V' (c.-a-d. dans U U V) est égal au nombre
de fractions dans U plus le nombre de fractions dans V' moins le nombre de fractions qui che-
vauchent (c.-a-d. dans U NV = W). En effet, les fractions qui chevauchent sont comptées deux
fois lorsqu’on compte les fractions dans U et les fractions dans V.

On doit donc omettre 1009 + 329 — 29 fractions des 1111109 fractions initiales.

Donc F, le nombre de fractions qui satisfont aux propriétés, est égal a :

F =1111109 — (1009 + 329 — 29) = 1109700

Puisque F' a 7 chiffres, alors G = F + 7 = 1109707. La somme des carrés des chiffres de G est
égale A 12+ 124+ 024+ 92+ 72+ 0>+ 7% ou1l+1+81+49+ 49, ou 181.

8¢ étape : Démonstration générale de la 1™ étape
On considere un nombre rationnel x ayant I’écriture décimale 0,912 ... g,T172 ... T4, p et g étant

des entiers tels que p > 0 et ¢ > 0et g1,92, ..., Gp, 71,72, ..., 7 étant des chiffres. Donc :
r = 0,0192...9pT1T2. - Tg
10°2x = g192...9pT1T2-.- T4
10°2 — g1g2-..9p = 02Ty
109(10°2 — g1g2. .. gp) = TiT...TqTiT2.. T4
109(10°2 — g1g2 ... gp) — 1172 . .17 = 0,7172...74
10%(10°2 — g1g2- .. gp) —T1T2...7q = 10PT — g192...Gp

107(10°2 — 192 - .. gp) — (10P2 — G192 ... gp) = TiT2...Tq
(107 = 1)(10°2 — g1g2. .. gp) = TiTa...T4

p.. . 7’17”2...7“(1
10°2 —g1g92...9p, = RS
mre...Tq
10Pz = —_
T = 09t o
. 9192 ---Gp riro...Tyq
S T T T TR
. (109 = 1)g1g2 ... gp + 1172 .. T4
10P(109 — 1)

REPONSE : (E)
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1. On évalue d’abord le numérateur pour obtenir
REPONSE : (A)

2. Puisque 10° = 1, 10* = 10, 102 = 100, 10% = 1000, 10* = 10000 et 105 = 100000, alors 2014 est

entre 103 et 10%. ,
REPONSE : (D)

3. Lorsquez=2,ona(z+2—2)2—2—-2)=(2+2-2)(2—-2-2)=(2)(-2) = —4.
On aurait pu simplifier (z +2 — z)(2 — z — 2) pour obtenir (2)(—x), ou —2z, puis reporter z = 2
u

dans cette expression pour obtenir —2(2), ou —4. )
REPONSE : (E)

4. Les diviseurs positifs de 24 sont 1,2, 3,4,6,8,12 et 24.
Les paires de diviseurs qui donnent un produit de 24 sont 24 x 1, 12 x 2, 8 x 3 et 6 X 4.
On cherche deux entiers positifs x et y ayant un produit de 24 et une différence de 5.
Puisque 8 x 3 =24 et 8 —3 =05, alorsx =8 et y = 3.

Doncx+y=8+3,ouzx+y=11. REPONSE : (B)

5. Puisque le carré de WXY Z a une aire de 9, ses cotés ont une longueur de V9, ou 3.
Puisque W est le centre du cercle et que X est situé sur le cercle, alors WX est un rayon.
Le cercle a donc un rayon de 3.

: 2
Il a donc une aire de m(3%), ou 9. REPONSE : (C)

6. On sait que 50 % correspond & 3, tandis que 75 % correspond & 2.
Puisque 50 % de N est égal a 16, alors la moitié de N est égal a 16. Donc N = 2(16), ou N = 32.

Donc 75% de N est égal a %N, ou %(32), ce qui est égal a 24.
REPONSE : (D)

7. Solution 1
L’angle SRP est un angle extérieur du triangle PQR.
Donc ZSRP = ZRPQ + ZRQP, d’ou (180 — x)° = 30° + 2x°.
Donc 180 — x = 30 + 2z, d’ou 3z = 150, ou x = 50.

Solution 2

Puisque QRS est un segment de droite et que ZSRP = (180 — z)°, alors 'angle PR(Q) est I'angle
supplémentaire de I'angle SRP. Donc ZPRQ) = x°.

Puisque les mesures des angles d’un triangle ont une somme de 180°,

alors ZPRQ + ZPQR + ZRP(Q = 180°. Donc z° + 2x° + 30° = 180°.

D’apres cette derniere équation, on a 3x = 150, ou x = 50. )
REPONSE : (E)

8. On représente Alexa, Boris, Carla, Dan et Eric par les lettres A, B,C, D et E, respectivement.
On utilise le signe (>) pour représenter < est plus grand que > et le signe (<) pour représenter
< est plus court que >.

D’apres le premier boulet, A > C.

D’apres le deuxieme boulet, D < Eet D > B, dou £ > D > B.

D’apres le troisieme boulet, £ < C', ou C' > E.

Puisque A>Cet C>Fet E>D > B,alors A>C > F > D > B, ce qui indique que Boris

est la personne la plus courte. i
REPONSE : (B)
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9.

10.

11.

Au point T, on abaisse une perpendiculaire TW au coté QR.

P 0

U
T Dw
S R

Puisque le quadrilatere TW RS a trois angles droits (en W, R et S), il est un rectangle.
Donc WR=TS=1etTW = SR =8.
Puisque QU =1, alors UW = QR — QU —WR, dou UW =8—-1—-1, ou UW =6.
Le triangle TWU est rectangle en W.
D’apres le théoréme de Pythagore, on a TU? = TW? + UW?2.
Donc TU? = 8% 4 62, ou TU? = 64 + 36, ou TU? = 100.
Puisque TU > 0, alors TU = /100, ou TU = 10.
REPONSE : (C)

Apres la premiere rotation, I'image du segment est située entre —2 et 3.

-3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
11 ] | | ] ] 1

&
\

A 4

Cette image subit une rotation de centre au point 1.

Puisque l'extrémité droite de cette image est a 2 unités a la droite de 1, son image, apres la
deuxieme rotation sera a 2 unités a la gauche de 1.

L’extrémité gauche de cette derniere image est donc au point —1.

Puisque le segment a une longueur de 5, son extrémité droite sera au point —1 + 5, ou 4.

-3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
< [N [N S S A [ [ N N N A | )
\ (4

L’image, apres la deuxieme rotation, est située entre —1 et 4.
REPONSE : (B)

2
Puisque a = §b’ alors 3a = 2b. Puisque b # 0, alors a # 0.

9a+8b  9a+4(20)  9a+4(3a) 2la T, .
¢ = - = » =60 =3 (puisque a # 0).
9a+8b 3(3a)+8b 3(2b)+8 14b T

60 (3a) 2@ @ o pusauebF0).

Don

On aurait pu écrire

REPONSE : (A)
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12.

13.

14.

Puisque 100 = 102, alors 100* = (10?)* = 108.
On veut donc résoudre I’équation 10% - 10° = 108, qui est équivalente a I’équation 10°+° = 102,
On adoncx+5=28, ouz=3.

REPONSE : (E)

On remarque que la somme des chiffres du nombre 1000 n’est pas égale a 3. Tous les autres
entiers dans 'intervalle donné ont deux ou trois chiffres.
Si la somme des chiffres d’un entier est égale a 3, aucun des chiffres ne peut étre supérieur a 3.
Si un entier de deux chiffres est tel que la somme de ses chiffres est égale a 3, ses chiffres doivent
etre 1, 2 ou 3. Les entiers possibles sont 12, 21 et 30.
Si un entier de trois chiffres est tel que la somme de ses chiffres est égale a 3, alors son chiffre
des centaines doit étre 1, 2 ou 3.
Si le chiffre des centaines est 3, 'entier doit étre 300, car la somme de ses chiffres est égale a 3.
Si le chiffre des centaines est 2, I'entier doit étre 210 ou 201, car la somme de ses chiffres est
égale a 3.
Si le chiffre des centaines est 1, les deux autres chiffres ont une somme de 2. Ces deux chiffres
doivent donc étre 2 et 0, 1 et 1, ou 0 et 2, ce qui donne les entiers 120, 111 ou 102.
En tout, il y a 9 entiers, entre 10 et 1000, dont la somme des chiffres est égale a 3.

REPONSE : (D)

Soit z le nombre de jours ou Paul travaillait.

Pour chacun de ces jours, il gagnait 100 $ et ne déboursait rien. Il a donc gagné un total de 100z
dollars.

Puisque Paul a travaillé pendant x des 70 jours, il n’a pas travaillé pendant 70 — x jours.

Pour chacun de ces jours, il déboursait 20$ pour ses repas. Il a donc déboursé un total de
20(70 — z) dollars pour ses repas.

Apres 70 jours, 'argent qu’il a gagné moins 'argent qu’il a déboursé totalisait 5440 $.

Ceci correspond a 100x — 20(70 — x) = 5440.

Donc 100z — 1400 + 20x = 5440, d’ou 120x = 6840, ou = = 57.

Donc, Paul a travaillé pendant 57 des 70 jours.

(On aurait pu vérifier pour chacun des choix de réponse en calculant I’argent recu et 'argent
déboursé.)
REPONSE : (D)
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15.

16.

17.

La premiere fois que la fleche tourne, il y a 4 résultats équiprobables, soit 1, 2, 3 et 4. Pour
chacun de ces résultats, il y a 4 résultats équiprobables pour le deuxieme tour, soit 1, 2, 3 et 4. Il
y a donc 16 résultats équiprobables pour les deux tours de la fleche. Chacun de ces 16 résultats
nous donne un produit, car Diane multiplie les deux numéros obtenus. On place les produits
dans le tableau suivant. La colonne de gauche représente les résultats possibles lors du premier
tour de la fleche et la rangée du dessus représente les résultats possibles lors du deuxieme tour.
Les produits correspondants se trouvent dans les cellules correspondantes du tableau :

1 2 3 4
111 2 3 4
2/2 4 6 8
313 6 9 12
414 8 12 16

Puisque les 16 résultats possibles sont équiprobables, les 16 produits le sont aussi.
Or, le produit 4 survient le plus souvent, soit trois fois. Il est donc le plus probable.
REPONSE : (B)

Puisque Jade n’a jamais dépassé la vitesse de 80 km/h pendant son voyage de 5 heures, alors la
distance parcourue ne peut étre supérieure a 5 x 80 km, ou 400 km.

Puisque le compteur kilométrique indiquait 13831 km au départ, alors a l'arrivée, il ne peut
indiquer plus de (13831 + 400) km, ou 14 231 km.

Pour connaitre la vitesse moyenne maximale que Jade a pu atteindre, on déterminera la plus
grande distance qu’elle a pu parcourir en 5 heures.

Puisque le compteur kilométrique indique un palindrome a l’arrivée, on cherche le plus grand
palindrome inférieur a 14 231. Il s’agit de 14 141. (Pour le trouver, on cherche les palindromes
supérieurs a 14 000 et inférieurs a 14 231. Ces palindromes doivent se terminer par les chiffres 41.
Ils sont donc de la forme 14 x41. Le plus grand palindrome de cette forme, inférieur a 14 231, est
14141.)

Puisque le compteur kilométrique ne peut dépasser 14 141, alors la distance maximale que Jade
a pu parcourir en 5 heures est de (14 141 — 13 831) km, ou 310 km. La vitesse moyenne maximale

qu’elle a pu atteindre est de 212 km/h, ou 62 km/h.
REPONSE : (A)

Soit n le nombre d’employés dans le magasin de Sergio.

D’apres le premier calcul, Sergio a déterminé que ses n employés avaient vendu en moyenne 75
items par employé, soit un total de 75n items.

Le lendemain, un employé¢ a vendu 6 items, un employé a vendu 5 items, une employée a vendu
4 items et les (n — 3) autres employés ont vendu 3 items.

A la fin de cette journée, le nombre total d’items vendus est de 75n + (6+5+4+(n—3)3), ou
n+15+3n—9, ou 78n + 6.

Puisque la moyenne d’items vendus par employé est maintenant de 78,3, alors

ou 78n + 6 = 78,3n. Donc 0,3n = 6, d’'ou n = 20.
Il y a donc 20 employés en tout.

78n + 6
n

= 78,3,

REPONSE : (C)
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18.

19.

Soit x mm la longueur des cotés du carré initial.
On prolonge P@. Au point R, on abaisse une perpendiculaire a P(), de maniere qu’elle coupe le
prolongement de PQ au point 7'

Le quadrilatere SRT'Q) est un carré, puisqu’il a des angles droits en S, @ et T' (ce qui en fait un

rectangle) et puisque SR = SQ (ce qui fait du rectangle un carré).

Or, RT = SQ =z mm et PT = PQ + QT = 2z mm.

D’apres le théoreme de Pythagore, on a PR? = PT? + RT? d’ott 90* = 2% + (2x)2.

Donc 522 = 8100, ou 2% = 1620.

L’aire du carré initial est de 2 mm?, ou 1620 mm?.
REPONSE : (B)

On considere trois entiers de trois chiffres, RST, UVW et XY Z.

L’entier RST a une valeur de 100R 4 105 + T, I'entier UVW a une valeur de 100U + 10V + W
et I'entier XY Z a une valeur de 100X + 10Y + Z.

Donc :

RST+UVW + XYZ = 100R+ 105 + T + 100U + 10V + W 4 100X + 10Y + Z
= 1W00(R+U+X)+10(S+V+Y)+ (T +W + 2)

On remarque que les chiffres R, S,T,U,V,W, X,Y, Z peuvent étre n'importe quel chiffre de 0 a
9, a 'exception de R, U et X qui ne peuvent étre 0.
Max veut que 100(R+U +X)+10(S+V +Y)+(T'+ W + Z) soit aussi grand que possible. Pour
ce faire, il place les plus grands chiffres (9, 8 et 7) comme chiffres des centaines, les plus grands
chiffres suivants (6, 5 et 4) comme chiffres des dizaines et les chiffres suivants (3, 2 et 1) comme
chiffres des unités. On remarque que les chiffres doivent étre différents et que la distribution des
trois chiffres dans une méme valeur positionnelle (centaines, dizaines ou unités) n’importe pas,
puisqu’elle ne change pas la somme.
La somme de Max est donc de 100(9 +8 4 7) + 10(6 + 5+ 4) + (3 + 2+ 1), ou 2400 + 150 + 6,
ou 2556.
Min Hee veut que 100(R+U + X)+10(S+V +Y)+ (T'+ W + Z) soit aussi petit que possible.
Pour ce faire, elle place les plus petits chiffres permis (1, 2 et 3) comme chiffres des centaines,
les plus petits chiffres suivants (0, 4 et 5) comme chiffres des dizaines et les chiffres suivants (6,
7 et 8) comme chiffres des unités.
La somme de Min Hee est donc de 100(1 +2+3) +10(0+4+5) + (6 +7+38), ou 600 + 90 + 21,
ou 711.
La différence entre ces sommes est de 2556 — 711, ou 1845.

REPONSE : (C)
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20. Puisque PQ) = QR = RP, le triangle PQR est équilatéral et tous ses angles mesurent 60°.

21.

Puisque ST est parallele a QR, que SV est parallele a PR et que TU est parallele a PQ,
alors tous les angles des triangles PST, SQV et TUR mesurent 60°. Ces triangles sont donc
équilatéraux.

Soit SQ = .

Puisque le triangle SQV est équilatéral, alors QV =V S = SQ = =z.

Puisque PQ = 30, alors PS = 30 — .

Puisque le triangle PST est équilatéral, alors ST = TP = PS = 30 — «x.

Puisque PR = 30, alors TR =30 — (30 — z) = x.

Puisque le triangle TU R est équilatéral, alors TU = UR =TR = x.

P
30—x 30—x
S 30—x T
7N\ VAN
Q x y u x R

Puisque V.S + ST 4+ TU = 35, alors x + (30 — z) + x = 35, d’ou 30 + = = 35, ou x = 5.
Donc VU =QR —-—QV —UR,dou VU =30—2 —x,ou VU =30—-5—5, ou VU = 20.
REPONSE : (D)

Lorsqu’on retire 2 kg d’arachides de la boite qui contenait 10 kg d’arachides, il reste 8 kg
d’arachides dans la boite.

Puisqu’on ajoute 2 kg de raisins secs, il y a 2 kg de raisins secs dans la boite.

On mélange bien les raisins secs et les arachides.

On retire ensuite 2 kg de ce mélange, ce qui représente un cinquieme de la masse, on retire donc
un cinquieme de la masse d’arachides (c.-a-d. % kg) et un cinquieme de la masse des raisins secs
(c.-a-d. 2 : kg).

Dans la b01te il reste (8 — 2) kg, ou 2 kg d’arachides et (2 — 2) kg, ou £ kg de raisins secs.
Lorsqu’on ajoute 2 kg de raisins secs, la masse de raisins secs dans la b01te est de (£ +2) kg, ou
18 kg. Il y a donc 32 kg d’arachides et 18 kg de raisins secs dans la boite.

Le rapport des masses est donc de 2 5 : 5 ,ou3d2: 18 ou 16: 9.
REPONSE : (E)
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22. Lorsque Julie se déplace de J a GG, soit x km la distance parcourue en montant, y km la distance
parcourue sur terrain plat et z km la distance parcourue en descendant.
Donc en se déplacant de G a J, elle parcourt z km en montant, y km sur terrain plat et x km
en descendant. En effet, ce qu’elle parcourt en montant a ’aller est parcouru en descendant au
retour et ce qu’elle parcourt en descendant a I’aller est parcouru en montant au retour.
On sait que Julie se déplace a une vitesse de 77 km/h sur terrain plat, de 63 km/h en montant

et de 99 km/h en descendant.
distance

Lorsque la distance est constante, on a vitesse = “temps U distance = vitesse X temps ou
; x
temps = %. D’apres cette derniere formule, en se déplacant de J a G, Julie met 63 heures

z
a se déplacer en montant, % heures a se déplacer sur terrain plat et 99 heures a se déplacer en

descendant. "
On sait qu’elle met 3 heures et 40 minutes (c.-a-d. 35 heures ou 3 heures) pour se rendre de .J

a G. Donc :
+y+ _11
63 77 99 3

De la méme facgon, lorsque Julie revient de G a J, on a :

Y z 13

W T B 3
On cherche la distance totale de J a G, qui est égale a (z +y + z) km. On doit donc déterminer

la valeur de x + y + z.
On additionne les deux équations précédentes, membre par membre, et on simplifie pour obtenir :

- +y+y+ +Z 2
63 99 77 77 63 3

1 1 1 1 1
‘”(@+99)+y<77 77) (_+@) =8

1 1 2 1
(7§+§_ﬁ> YT (911 73) =8

T L2 7
\7o11 "70-11) TV T\ T 011 7911

18 2 18
:’3(7.9-11) 77‘“2(7-9-11) =8
2 2 2

x(?ﬁﬁ) YT (?ii) =8

2(++)—8
7 TYTA =

77
Doncx—l—y—i—z:?-& our+y+z=77-4oux+y+z=308.

La distance de J a G est donc de 308 km.
REPONSE : (C)
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23. Soit S et T' les deux sommets indiqués dans la figure ci-dessous.
On calcule d’abord l'aire du triangle PQR.
Au point R, on abaisse une perpendiculaire a PQ).
Puisque PR = QR, le triangle PQR est isocele et la perpendiculaire de R a P(Q) coupe P(@) en
son milieu M.

Donc, PM = M@ = 5(150) = 75. P

1
2

/T N
0 R

D’apres le théoreme de Pythagore, on a :
RM? = RQ* — MQ* = 125* — 75% = 15625 — 5625 = 10000

Puisque RM > 0, alors RM = /10000, ou RM = 100.
Le triangle PQR a donc une aire de 1(RM)(PQ), ou £(100)(150), ou 7500.
Soit F' le pied de la perpendiculaire abaissée du point P sur QR. Soit GG le point ou PF coupe

TS (a un angle de 90°). p
M
G
T, g S
[ \
0 F R

L’aire du triangle PQR est égale a 5(QR)(PF) également.

Donc L(125)(PF) = 7500, d'ott PF = 1390 oy PF — 120,

Puisque T'S est parallele a QR, alors ZPTS = ZPQR et ZPST = ZPRQ.
Les triangles PT'S et PQR sont donc semblables.
Puisque les quatre sections du triangle PQ R ont la méme aire, chacune a une aire égale a un
quart de l'aire du triangle. Donc, l'aire du triangle PT'S est égale a trois quarts de l'aire du
triangle PQR.

3

Les dimensions du triangle PT'S sont donc \/;, ou \/75 de celles du triangle PQR. (De fagon
générale, si les aires de deux triangles semblables ont un rapport de k : 1, alors les longueurs de
deux cdtés correspondants ont un rapport de vk : 1.)

Donc PG = L PF, doit PG = ¥2(120), ou PG = 60v/3.

Puisque T'S est paralléle & QR, alors h = GF = PF — PG, d’ou h = 120 — 60+/3, ou h =~ 16,077.

Parmi les choix de réponse, la hauteur est plus pres de 16,1.

REPONSE : (E)
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24. Si on doit placer n boules dans n boites, une boule par boite sans restrictions, alors le nombre
de fagons de le faire est égal a n! =n(n—1)(n—2)---(3)(2)(1). (En effet, il y a n choix pour la
boule qui ira dans la boite 1; pour chaque choix, il y a n — 1 choix pour la boule qui ira dans
la boite 2; pour chacune de ces paires de choix, il y a n — 2 choix pour la boule qui ira dans la
boite 3, et ainsi de suite. En tout, il y a n(n — 1)(n —2)---(3)(2)(1) choix.)

On trace un diagramme de Venn dans lequel S représente toutes les facons de placer 8 boules
dans 8 boites sans restrictions, le cercle A représente les facons de placer les boules lorsque la
boule 1 est dans la boite 1, le cercle B représente les facons de placer les boules lorsque la boule
2 est dans la boite 2 et le cercle C représente les facons de placer les boules lorsque la boule 3
est dans la boite 3.

S

A
NG,

C

Dans le diagramme, s représente le nombre de fagons de placer les boules lorsque la boule 1 n’est
pas dans la boite 1 (s est a 'extérieur du cercle A), la boule 2 n’est pas dans la boite 2 (s est a
Iextérieur du cercle B) et la boule 3 n’est pas dans la boite 3 (s est a l'extérieur du cercle C').
On cherche la valeur de s.

Le nombre de fagons dans S est égal a 8!.

Le cercle A représente les fagons de placer les boules lorsque la boule 1 est dans la boite 1 et les
7 autres boules sont placées sans restrictions. Il y a 7! facons de le faire.

De méme, il y a 7! fagons dans le cercle B et 7! facons dans le cercle C.
Donct+w+y+z=uvt+w+r+z=v+ar+y+z="7>.

La partie commune aux cercles A et B représente les fagons de placer les boules lorsque la boule
1 est dans la boite 1, la boule 2 est dans la boite 2 et les 6 autres boules sont placées sans
restrictions. Il y a 6! facons de le faire.

De méme, il y a 6! fagons dans l'intersection des cercles A et C', et 6! facons dans l'intersection
des cercles B et C.

Doncw+z=y+z=x+ 2z =06\

L’intersection des trois cercles représente les facons de placer les boules lorsque la boule 1 est
dans la boite 1, la boule 2 est dans la boite 2, la boule 3 est dans la boite 3 et les 5 autres boules
sont placées sans restrictions. Il y a 5! fagons de le faire.

Donc z = 5!.

Puisque z = 5!, alors w = x =y = 6! — 5.

De plus, t =u =v,dont =7 —2(6! —5!) — 5!, out =7 —2(6!) + 5!

Donc :

s = 8l—(t+utv+w+ar+y+2)
= 8= 3(7! —2(6!) + 5!) — 3(6! — 5!) — 5!
= 8 —3(7!) +6(6!) — 3(5!) — 3(6!) + 3(5!) — 5!
= 81— 3(7!) + 3(6!) — 5!

Or 5! = 5(4)(3)(2)(1) = 120. Donc 6! = 6(5!) = 6(120) = 720, 7! = 7(6!) = 7(720) = 5040 et
8! = &(7!) = 8(5040) = 40 320.
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Donc s = 40320 — 3(5040) + 3(720) — 120, ou s = 27 240.
Il y a donc 27240 fagons de placer les boules selon les restrictions données.

Voici une autre facon de calculer la valeur de s en simplifiant de fagon algébrique :

s = 8l—(t+ut+v+w+ar+y+2)
= 8l —-(t+w+y+z2)—(utw+z+z)—(v+r+y+z)ftwt+ar+y+2z2
= 8 —-(t+w+y+z)—(utwt+ar+z)—(v+r+y+tz)+(w+z)+@+2)+y+2) —=2
= 8! -7—-7—T7"4+6!+6!+6! —5!
— 81— 3(71) + 3(6!) — 5!

Cette expression donne la méme valeur, 27 240.
REPONSE : (A)

25. On traite d’abord des conditions données au sujet de la longueur et de la pente de PQ. On
simplifiera ensuite 1'expresssion r + s + ¢t + u = 27. On utilisera ensuite le fait que les points P
et () sont situés sur la parabole donnée.

Puisque la pente de P(@) est positive, alors un des points est situé < a la droite > de ’autre point
et < plus haut > que 'autre point.
On peut supposer que () est situé < a la droite > de P et < plus haut > que P.

On adoncu>sett>r. 19
Puisque PQ a une pente de 2. alors e T Il existe donc un nombre réel k (k > 0) tel

5
que u — s = 12k et t — r = bk.
Puisque PQ = 13, alors (u — s)* + (¢t — 7)* = 132, ou (12k)* + (5k)? = 169.

Donc 144k* 4 25k% = 169, d’ott 169%2 = 169, ou k? = 1. Puisque k > 0, alors k = 1.
Doncu—s=12 (ouu=s+12) et t —r=>5 (out =r+5).

P et @ ont donc pour coordonnées respectives (7, s) et (r + 5, s + 12).

(On a donc éliminé deux inconnues du probleme.)

—T

Il faudra tot ou tard utiliser I'équation r + s + ¢ + u = 27.

Puisque t = r +5 et u = s+ 12, 'équation devient r +s+r +5+ s+ 12 = 27, ou 2r + 2s = 10,
our—+s=>5.

On utilisera cette forme simplifiée un peu plus loin.

Puisque P(r,s) et Q(r + 5,s + 12) sont situés sur la parabole d’équation y = 2% — tmax + %n,

5
alors :

_ 2 _ 1 1
s = r 5m7"+5n

s+12 = (r+5)>—im(r+5)+ in

On traite m et n comme des constantes connues, tandis que 'on considere r et s comme des
inconnues dont on cherche les valeurs.

On veut déterminer le nombre de couples (m,n) d’entiers strictement positifs (n < 1000) pour
lesquels une solution (7, s) du systeme d’équation satisfait a la condition r + s = 5.

On résout le systeme d’équations.

On développe le membre de droite de la deuxieme équation :

s+12:r2+10r+25—%mr—m+%n

On soustrait la premiere équation, membre par membre, pour obtenir 12 = 10r 4+ 25 — m, d’ou

r= %(m —13).
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1
On reporte r = 5(m

(5(m

S =

1
0

—_
(=]

1
0
1
00

—_
=]

—_

— 13)) —Im(
(m? — 26m + 169) —

L (m? — 26m + 169 — 2(m —13m) + 20n)
(—=m? + 169 + 20n)

— 13) dans la premiere équation pour obtenir :

—13)) +

& (m? — 13m) + in

10<

On remarque que chaque couple (m,n) donne une solution unique (r, s).

On détermine maintenant le nombre de couples (m,n) d entiers strictement positifs (n < 1000)

pour lesquels 7+ s =5 (r = 15(m — 13) et s = 555 (—m? + 169 + 20n)).
On reporte r = 15(m—13) et s = w55 (—m?+169+20n)) dans 'équation 7+ s = 5 pour obtenir :
r+s 5
=(m — 13) + 145(—m” + 169 + 20n) 5
10m — 130 —m® + 169+ 20n = 500
20n = m®— 10m + 461
20n = (m —5)*+ 436 (On a complété le carré)

Il reste donc & déterminer le nombre de couples (m,n) d’entiers strictement positifs (n < 1000)
qui vérifient Péquation 20n = (m — 5)% + 436.

Puisque 20n et 436 sont tous deux des entiers pairs, alors (m — 5)? est un entier pair. Donc,
m — 5 est un entier pair, ce qui indique que m est impair. (Si m — 5 était impair, alors (m — 5)?
serait impair.)

Posons m = 2M — 1, M étant un entier strictement positif quelconque.

On reporte m = 2M —1 dans I'équation 20n = (m—5)%+436 pour obtenir 20n = (2M —6)?+436,
ou 20n = 4(M — 3)* + 436, ou bn = (M — 3)* + 109.

On veut donc déterminer le nombre de couples (M, n) d’entiers strictement positifs (n < 1000)
qui vérifient I'équation 5n = (M — 3)? 4 109.

Cela équivaut a déterminer le nombre de valeurs entieres strictement positives de M pour les-
quelles le membre de droite est un multiple de 5 inférieur ou égal a 5000, car chaque telle valeur
de M donnera une valeur entiere strictement positive de n inférieure ou égale a 1000.

Lorsque M = 1, le membre de droite est égal a 113, ce qui n’est pas un multiple de 5.

Lorsque M = 2, le membre de droite est égal a 110, ce qui est un multiple de 5. (On obtient
n=22.)

Lorsque M > 3, on considere le chiffre des unités de M — 3, de (M — 3)% et de (M — 3)*+ 109 :

M—3 0[1[2]3T4[5]6[7[8]9
(M =32 |0|1]|4]|9]6]|5]|6]9[4]1
(M—32+109|9/0(3[8[5[4[5|8]3]0

Toute valeur entiere strictement positive de M pour laquelle M — 3 a un chiffre des unités égal
al, 4,6, ou9 produit un membre de droite qui est divisible par 5. En effet, dans chacun de ces
cas, l'expression (M — 3)% + 109 a un chiffre des unités égal & 0 ou a 5 et elle est donc divisible
par 5.

On a (M — 3)% + 109 < 5000 lorsque (M — 3)% < 4891.

Puisque v/4891 =~ 69,94 et que M — 3 est un entier strictement positif, alors M — 3 < 69.

Les valeurs de M que nous cherchons sont M = 2 et chaque entier strictement positif M

(0 < M —3<69) pour lequel M — 3 a un chiffre des unités égal a 1, 4, 6 ou 9.
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Il y a 28 entiers M dans cette derniere liste (quatre chacun lorsque M — 3 est dans l'intervalle

de 0 a9, de 10 a 19, de 20 a 29, de 30 a 39, de 40 a 49, de 50 a 59 et de 60 a 69). En tout, il y a
donc 29 valeurs de M.

Il y a donc 29 couples (m,n) qui vérifient la condition donnée.

REPONSE : (D)
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S 102+6* 100436 136
S

1. On = 68

REPONSE : (D)

2. Sur l'axe vertical, une masse de 15 kg est a mi-chemin entre 10 kg et 20 kg.
La courbe atteint le niveau de 15 kg a un point situé a mi-chemin entre 6 et 8 sur I’axe horizontal.

Relation entre la masse et I’age de la morue de Jef

N
o

4

|
A

Masse en kg
'_\
o

—

0 2 . 4 6 8
Age en années

Donc, la morue a 7 ans lorsqu’elle a une masse de 15 kg.
REPONSE : (B)

3. Chaque angle intérieur d’un carré mesure 90°. Donc ZSPQ = 90°.
Chaque angle intérieur d’un triangle équilatéral mesure 60°. Donc ZT'P(Q = 60°.
La diagonale PR du carré PQ RS est la bissectrice de ’angle SPQ). Donc ZSPR = ZRP(Q) = 45°.
Donc ZTPR = /ZTPQ + ZQPR, dou LTPR = 60° + 45°, ou ZTPR = 105°.
REPONSE : (B)

4. Puisque les coches indiquent que le cylindre est divisé en quatre parties de méme volume, on
voit que le niveau de lait est légerement inférieur a % de la hauteur, c’est-a-dire a ‘i’ du cylindre
plein.

Or, % du volume du cylindre est égal a % x 50 L, ou 37,5 L.
Le choix de réponse qui est légérement inférieur a 37,5 L est 36 L, soit le choix (D).
REPONSE : (D)

5. Puisque PQRS et WXY Z sont des rectangles, alors SR = PQ) =30 et WX = ZY = 15.
Puisque SX =10, alors WS =WX — SX, dou WS = 15— 10, ou WS = 5.

Donc WR=WS+ SR, dou WR =5+ 30, ou WR = 35.
REPONSE : (E)

6. Puisque x = 11 et y = 8, I’équation 2z + 3z = Hy devient 2 x 1143z =5 x 8, d'ou 3z = 40 — 22,

ou 3z = 18. Donc z = 6.
REPONSE : (A)

7. Solution 1
Puisque (z+a)(z+8) = x*+bx+24 pour toutes valeurs de x, alors 22 +ax+8x+8a = 2>+ br+24
pour toutes valeurs de z et donc ? + (a + 8)z + 8a = % + bz + 24 pour toutes valeurs de .
Puisque I'égalité est vraie pour toutes valeurs de x, les coefficients correspondants doivent étre
égaux dans les deux membres de I’équation. Donc, a + 8 = b et 8a = 24.
Puisque 8a = 24, alors a = 3. On reporte a = 3 dans I’équation a + 8 = b pour obtenir b = 11.
Donca+b=3+11,oua+ b= 14.

Solution 2

Puisque (z + a)(x + 8) = 2 + bz + 24 pour toutes valeurs de z, alors 1'égalité est vraie pour les
valeurs particulieres x = 0 et x = 1.

Lorsque x = 0, I’équation devient (0 + a)(0+8) =0+ 0+ 24, d’out 8a = 24, ou a = 3.



Solutions du concours Fermat 2013 Page 3

10.

11.

12.

Lorsque x = 1, I"équation devient (1 +3)(1+8) =1+ b+ 24, d’ou 36 = b+ 25, ou b = 11.

Donca+b=3+11, oua+ b= 14. )
REPONSE : (D)

L’ensemble initial contient 11 nombres qui ont une somme de 66.

Si on enleve un nombre de I’ensemble, il restera 10 nombres dans I’ensemble.

Ces 10 nombres auront une moyenne de 6,1 s’ils ont une somme de 10 x 6,1, ou 61.

Puisque les 11 nombres de I'ensemble initial ont une somme de 66 et que les 10 nombres du

nouvel ensemble ont une somme de 61, le nombre enlevé doit étre 5, car 66 — 61 = 5.
REPONSE : (B)

Puisqu’il y a un rabais de 20 % sur le prix du vélo qui se vend normalement 320 $, alors Sylviane
épargne 20 % x 320$, ou 0,2 x 320 %, ou 64 $ dans 'achat du vélo.

Puisqu’il y a un rabais de 10 % sur le prix du casque qui se vend normalement 80 $, alors Sylviane
épargne 10% x 80%, ou 0,1 x 80 %, ou 8% dans I'achat du casque.

Le cotit total du vélo et du casque, au prix régulier, est de 320% + 80$, ou 400 $.

Le total des épargnes est de 64% + 8%, ou 72$.

79
Or —= =018 = 18%.
Y00 %

Sylviane obtient un rabais de 18 % sur I'achat total. ,
REPONSE : (A)

Soit = la longueur des cotés du carré PQRS. P M Q
Donc PQQ = QR = RS = SP = x.

Puisque M est le milieu de PQ), alors PM = %x

Le périmetre du rectangle PM NS, en fonction de x, est égal a :

2(PM + PS) =2(32 + z) = 3z

(On sait que SN = PM = %:L‘, puisque N est le milieu de RS.)

De plus, MN = PS = x, puisque M N est parallele a PSS et qu’il joint deux segments paralléles.)
Puisque le rectangle PM NS a un périmetre de 36, alors 3z = 36, ou x = 12.

L’aire du carré PQRS est égale & 22, ou 144.
REPONSE : (D)

Lundi, Ramya a lu % de 300 pages, c’est-a-dire % x 300 pages, ou 60 pages.
Apres lundi, il lui restait (300 — 60) pages, ou 240 pages a lire.
Mardi, Ramya a lu 14—5 de ces 240 pages, c’est-a-dire % x 240 pages, ou % pages, ou 64 pages.
Lundi et mardi, elle a lu un total de (60 + 64) pages, ou 124 pages.
REPONSE : (A)

Il y a 10 nombres dans la liste. On remarque que :
(—)*=1"=1 (=3)'=3"=81  (=5)'=5"=625

(=) =7"=2401  (—9)* =9* = 6561

Donc, si m = —3,—1, 1,3, alors m* < 100. Si m = =9, —7, —5,5,7,9, alors m* > 100.

Il y a donc 6 nombres dans la liste dont la 4¢ puissance est supérieure a 100, c’est-a-dire
6 résultats favorables sur 10.

Donc, la probabilité pour que m* > 100 est de 1%, ou % )
REPONSE : (E)
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13.

14.

15.

16.

17.

On remarque que 64 = 26 et 512 = 27
On peut récrire I'équation 5127 = 64240 sous la forme (2°)% = (26)240, ou 2% = 26(240),
Puisque les bases sont égales dans cette derniere équation, les exposants doivent étre égaux.
Donc 9z = 6(240), ou = = 14, ou = = 160.
REPONSE : (D)

Puisque 25 % de 'argent recu provenait des parents et que 100 % — 25% = 75 %, alors 75 % de
I’argent provenait des enseignants et des éleves.

Puisque le rapport de la quantité d’argent provenant des enseignants a la quantité d’argent
provenant des éleves était de 2 : 3, alors les éleves ont donné 2_?;—3, ou % de ce 75 %.

Les éleves ont donc donné g x 75 %, ou 45 % de tout I'argent regu.

Donc, le rapport de la quantité d’argent provenant des parents a la quantité d’argent provenant
des éleves était de 25 % : 45 %, ou 25 : 45, ou 5 : 9.

REPONSE : (C)

Soit n le nombre de biscuits dans le bocal.

Soit r le nombre de raisins contenus dans chacun des n — 1 petits biscuits identiques.

Il y a donc r + 1 raisins dans le grand biscuit.

Si on enlevait un raisin du grand biscuit, il contiendrait r raisins et alors chacun des n biscuits
aurait r raisins. Le nombre total de raisins serait alors égal a 100 — 1, ou 99.

On aurait donc nr = 99.

(On aurait pu obtenir cette équation en constatant qu’il y a n—1 biscuits qui contiennent 7 raisins
et 1 biscuit qui contient r+1 raisins. Puisqu’il y a 100 raisins en tout, alors (n—1)r+(r+1) = 100,
d’ou nr —r+r+1 =100, ou nr =99.)

Puisque n et r sont des entiers positifs et qu’ils ont un produit de 99, les possibilités sont :

9 =99%x1=33%x3=11%xXx9=9%x11=3x33=1x99

Puisque n peut varier de 5 a 10, on doit avoir 99 =9 x 11. Donc n =9 et r = 11.
Puisque les petits biscuits contiennent 11 raisins chacun et que le grand biscuit contient 1 raisin
de plus, le grand biscuit contient 12 raisins.

REPONSE : (E)

Soit ¢ la longueur des cotés de chaque petit carreau.

On sait que chacun de ces carreaux a une diagonale de longueur 2. D’apres le théoreme de
Pythagore, ¢? + ¢ = 22, ou 2¢2 = 4, ou ¢ = 2. Donc ¢ = /2, puisque ¢ > 0.

Or, PQ = 5c et PS = 12¢. D’apres le théoreme de Pythagore, puisque QS > 0, on a :

QS = V/PQ2 + PS? = \/(5¢)? + (12¢)2 = V25¢2 + 144¢2 = V169¢2 = 13¢

Puisque QS = 13c¢ et que ¢ = v/2, alors QS = 13v/2, ou QS ~ 18,38.
Le choix de réponse le plus pres est 18.
REPONSE : (A)

Solution 1

Soit n,n+ 1,n+ 2,n+ 3 et n 4+ 4 les cinq entiers consécutifs représentés par p,q,r, s et t.

La somme des deux plus grands entiers est égale a (n 4+ 3) + (n +4), ou 2n + 7. La somme de
n’importe quels deux autres entiers est donc inférieure a 2n + 7.

La somme des deux plus petits entiers est égale a n+ (n+ 1), ou 2n+ 1. La somme de n’importe
quels deux autres entiers est donc supérieure a 2n + 1.
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18.

19.

Donc, la plus grande différence possible entre les sommes de deux paires d’entiers est égale a
(2n+7) — (2n+ 1), ou 6.

Selon I"énoncé, p+q =63 et s+t =57, d’ou (p+ q) — (s +t) = 6. Il sensuit que p et ¢ sont les
plus grands nombres de la liste et que s et ¢ sont les deux plus petits nombres de la liste.

Donc p+q¢=(n+3)+ (n+4) =63, dou 2n+ 7 =63, ou 2n = 56, ou n = 28.

Puisque r doit étre I'entier du milieu, alors r = n + 2, d’ou r = 30.

Solution 2

Soit n,n+ 1,n+ 2,n+ 3 et n + 4 les cinq entiers consécutifs représentés par p,q,r, s et t.

La somme des cing entiers est égale a n+ (n+ 1) + (n+2) + (n + 3) + (n +4), ou 5n + 10.
Selon 1’énoncé, p+q =63 et s+t = 57.

La somme des cing entiers est donc égale a p+ ¢+ r + s+ ¢, ou 63 +r + 57, ou 120 + 7.

On compare les deux expressions pour la somme des cing entiers. On obtient 5n + 10 = 120 + r,
our = 5n — 110.

Or, cette équation peut s’écrire sous la forme r = 5(n — 22), ce qui indique que 7 est un multiple
de 5.

Selon les choix de réponse, on a donc r = 20 ou r = 30.

Si r = 20, alors 20 = 5(n — 22), d’'ou n — 22 = 4, ou n = 26. Dans ce cas, r n’est pas un entier
de n a n + 4. Donc, r ne peut pas étre égal a 20.

Sir = 30, alors 30 = 5(n—22), d’ou n—22 = 6, ou n = 28. Les cinq entiers sont donc 28,29, 30, 31
et 32. Sion pose p=3let ¢ =32 (oup=32etqg=31)ett=28¢et s=29 (out=29et
s = 28), les conditions de 1’énoncé sont vérifiées.

Donc r = 30.
REPONSE : (E)

1
Puisque p est un entier strictement positif, alors p > 1, d’'ou 0 < — < 1.

p
1
Puisque n est un entier strictement positif, alors n > 1, d’lou n 4+ — > 1. Donc 0 < T < 1.
p nal
p
1 ) 1 17 1 9
Doncm < m + T < m + 1. Puisque m+ — = 3 oum + —— = 5%, et que m est un
n-4+ — n—+ — n-+ —
_ p p p
entier, alors m = 5.
1 17 1 2 1 3 1
L’équation m + —1-73 devient donc =3 oun-4 — = 3 oun-4+ — = 1%.
n—+— n+ - p b
p p
Puisque n <n+ — <n+ 1 et que n est un entier, alors n = 1.

p

1 3 1 1
L’équation n + — = = devient — = —, d’ou p = 2.

p 2 p 2
Donc n = 1.

REPONSE : (C)
On récrit les nombres de la liste en factorisation premiere :
1,2%, 3 2% 5t 23t 71 93 32

Un entier strictement positif supérieur a 1 est un carré parfait si et seulement si chacun de ses
facteurs premiers parait un nombre pair de fois.
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20.

Puisque les facteurs 5 et 7 ne paraissent qu’une fois chacun dans cette liste de facteurs premiers,
on ne peut pas choisir 5 ou 7 pour former un produit qui est un carré parfait.
Il reste sept entiers, soit 1,2%, 3,22 2131 23 et 32, parmi lesquels on doit choisir six entiers.
Le produit des sept entiers est égal & 21213314142 oy 2734,
Pour choisir les six entiers, on peut multiplier tous les sept entiers, puis diviser par I'entier que
I’on ne choisira pas.
On veut donc diviser 273% par un entier de la liste, de maniere que la réponse ait un nombre pair
de facteurs 2 et un nombre pair de facteurs 3, ce qui formera un carré parfait. Or, on remarque
que le nombre 273* a un nombre impair de facteurs 2 et un nombre pair de facteurs 3. Si on
divise par 2! ou par 23, il restera un nombre pair de facteurs 2 et un nombre pair de facteurs 3.
Ce sont les deux seuls nombres de la liste par lesquels on peut diviser pour obtenir ce résultat.
(On aurait pu diviser le produit des sept entiers successivement par chacun des sept entiers pour
vérifier si le quotient est un carré parfait.)
Dong, les deux ensembles de six nombres dont le produit est un carré parfait sont 1, 3!, 22,2131 23 32
(dont le produit est 263%) et 1,2 3% 22 23! 32 (dont le produit est 2*3%).
Donc m? = 263% et n? = 243%, d'ot m = 2332 et n = 223%, ou m = 72 et n = 36.
Donc m +n =72+ 36, ou m +n = 108.

REPONSE : (A)

On calculera 'aire du quadrilatere STR(Q) en soustrayant 'aire du triangle PTS de celle du
triangle PQR.

Soit PT = x.

Donc PR = PT + TR, ou PR =x+ 271.

Puisque PQ = PR = x4 271 et SQ = 221, alors PS = PQ — SQ, ou PS = (v + 271) — 221, ou
PS =z + 50.

P
A
/\ X
x+50,"
/ T
/
120
- 271
Q 300 R

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle PT'S :

PT?> +TS* = PS?
22 +1202 = (x+50)2
22414400 = 2%+ 100z + 2500
11900 = 100x
r = 119

Dans le triangle PT'S, on a donc PT = x =119, T'S = 120 et PS = x + 50, ou PS = 169.
Puisque le triangle PT'S est rectangle en T', son aire est égale a 3(PT)(TS), ou 5(119)(120),
ou 7140.

Dans le triangle PQR, on a PR = PQ) = x + 271, d’'ou PR = PQ = 390.

Puisque le triangle PQ R est isocele, la médiane PX, de P au milieu X de Q R, est perpendiculaire
a QR.
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21.

390 390

Q™ 150 X 150 R

Puisque X est le milieu de QR et que QR = 300, alors QX = %QR, ou QX = 150.
D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle PXQ :

PX = /PQ? — QX2 = /3902 — 1502 = v/21 600 = 360

puisque PX > 0.
Dans le triangle PQR, PX est la hauteur qui correspond a la base Q) R. L’aire du triangle PQR
est donc égale & $(QR)(PX), ou 1(300)(360), ou 54 000.
L’aire du quadrilatere ST RQ est égale a la différence entre I'aire de ces triangles. Elle est donc
égale a 54 000 — 7140, ou 46 860.

REPONSE : (C)

Partout, les distances mesurées a ’horizontale seront appelées largeurs et celles mesurées a la
verticale seront appelées longueurs.

Soit x m la largeur et y m la longueur de chaque enclos Aj.

Chacun de ces rectangles a donc une aire de zy m?.

On exprime les dimensions des autres enclos en fonction de ces mémes variables.

L’enclos Ay a une largeur égale a (z + = + x) m, ou 3z m.

Puisque aire de I'enclos Ay est 4 fois I'aire d’'un enclos A;, son aire est égale & 4xy m?.

4o
La longueur de ’enclos A, est égale a son aire divisée par sa largeur. Elle est donc égale a 3_y m,
x

4
ou Zy m. (Elle est notée (4/3)y dans la figure suivante.)

L’enclos A3 a donc une longueur égale & (y + y + 3y) m, ou Yy m.

Puisque 'aire de I'enclos As est 5 fois I'aire d’un enclos A;, soit 5zy m?, alors la largeur de
5 3

I'enclos Aj est égale a # m, ou & m. (Elle est notée (3/2)x dans la figure.)
3Y

3

b A metes o

vl Al Al A

v A A Ay A
@y| A,

Le champ au complet a une largeur de 45 m. D’apres la cloture horizontale au haut de la figure,
elle est aussi égale a (z 4+ 2 + z + 32) m, ou Jz m.

On a donc §z = 45, d'ott & = 2(45), ou = = 10.

On exprime en fonction de x la longueur totale des clotures qui paraissent a I'horizontale dans
la figure. On procede de gauche a droite pour chaque rangée du haut jusqu’en bas :

(z+z+a+3n)+(@+r+a)+@+a+a)+(@+r+a+3z) =152
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22.

On exprime en fonction de y la largeur totale des clotures qui paraissent a la verticale dans la
figure. On procede du haut vers le bas pour chaque colonne de gauche a droite :

+y+3y)+Ww+y)+w+y) +W+y+3y)+W+y+3y) =14y

Puisque les clotures ont une longueur totale de 360 m, alors 15z 4 14y = 360.
Puisque x = 10, alors 150 + 14y = 360, d’ou 14y = 210, ou y = 15.
L’aire de I'enclos A; est donc égale & xy m?, ou (10)(15) m?, ou 150 m?.
Parmi les choix de réponse, elle est plus pres de (elle est égale a) 150,0.
REPONSE : (B)

Soit n le nombre de courses dans lesquelles Magda et Sara étaient adversaires.

Puisque Sara a remporté exactement 2 courses, alors Magda a remporté n — 2 courses.
Puisque Sara a gagné 2 fois et perdu n — 2 fois, elle a remporté 2x + (n — 2)y pieces d’or.
Donc 2z + (n — 2)y = 35.

Puisque Magda a gagné n — 2 fois et perdu 2 fois, elle a remporté (n — 2)x + 2y pieces d’or.
Donc (n — 2)z + 2y = 42.

On additionne les deux équations, membre par membre.

On obtient (2z + (n — 2)y) + ((n — 2)x +2y) = 35+ 42, ou nx +ny = 77, ou n(x +y) = 77.
Puisque n, x et y sont des entiers strictement positifs, alors n est un diviseur positif de 77. Donc,
n est égal a 1, 7, 11 ou 77.

Si on soustrait les deux mémes équations, membre par membre, on obtient :

(n—2)x+2y)— (2x+ (n—2)y) =42 - 35

ou(n—4)x+(A—njy="70ou(n—4)(zr—y)="T.

Puisque n, x et y sont des entiers strictement positifs et que x > y, alors n — 4 est un diviseur
positif de 7. Doncn —4=1oun—4=7,doun=5oun=11.

On compare les deux listes de possibilités pour conclure que n doit étre égal a 11.

On adonc 11(z+y) =77, douz+y=T.

Onaaussi 7(z —y) =7, douz—y=1.

On additionne ces deux dernieres équations, membre par membre, pour obtenir

(x+y)+(x—y)=7T+1

d’ou 2x = 8, ou x = 4.
(On vérifie : Puisque = = 4, alors y = 3. Puisque n = 11, Magda a remporté 9 courses et Sara a
remporté 2 courses. Donc, le nombre de pieces d’or que Magda doit recevoir est égal a 9(4)+2(3),
ou 42, tandis que le nombre de pieces d’or que Sara doit recevoir est égal a 2(4) 4+ 9(3), ou 35,
ce qui est en accord avec 1’énoncé.)

REPONSE : (E)
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23. On considere le premier sac qui contient 2 billes rouges et 2 billes bleues pour un total de 4 billes.
Il y a 4 choix possibles pour la premiere bille. Pour chacun de ces choix, il y a 3 choix possibles
pour la deuxieme bille. En tout, il y a 4 x 3 facons, ou 12 facons, de choisir deux billes I'une
apres l'autre.

Pour obtenir deux billes rouges : Il y a 2 choix possibles (I'une ou I'autre bille rouge) pour que la
premiere bille soit rouge. Dans chaque cas, il y a 1 choix possible (I’autre bille rouge) pour que
la deuxieme bille soit rouge. En tout, il y a 2 x 1 fagons, ou 2 facons, de choisir 2 billes rouges.
Pour obtenir deux billes bleues : Il y a 2 choix possibles (I'une ou 'autre bille bleue) pour que la
premiére bille soit bleue. Dans chaque cas, il y a 1 choix possible (I’autre bille bleue) pour que
la deuxieme bille soit bleue. En tout, il y a 2 x 1 fagons, ou 2 fagons, de choisir 2 billes bleues.

Il y a donc 2 + 2 fagons, ou 4 fagons de choisir deux billes de la méme couleur.

La probabilité de choisir deux billes de la méme couleur est égale au nombre de choix favorables,
4 1

soit 4, divisé par le nombre de choix possibles, soit 12. Elle est donc égale a 12’ ou 3"

On considere le deuxieme sac qui contient 2 billes rouges, 2 billes bleues et v billes vertes, soit
v + 4 billes en tout.

Il y a v + 4 choix possibles pour la premiere bille. Il reste alors v 4+ 3 billes dans le sac. Pour
chacun des v + 4 choix, il y a donc v + 3 choix possibles pour la deuxieme bille. En tout, il y a
(v+4)(v+ 3) fagons de choisir deux billes I'une apres 'autre.

Comme pour le premier sac, il y a 2 x 1 fagons, ou 2 fagons de choisir 2 billes rouges.

Comme pour le premier sac, il y a 2 x 1 fagons, ou 2 fagons de choisir 2 billes bleues.

Pour deux billes vertes : Il y a v fagons de choisir une premiere bille verte. Il reste alors v — 1
billes vertes dans le sac. Pour chacun de ces v choix, il y a v — 1 fagons de choisir une deuxieme
bille verte. En tout, il y a donc v(v — 1) fagons de choisir deux billes vertes du sac.

Iy adonc (2+2+v(v—1)) fagons, ou (v? — v + 4) facons de choisir deux billes de la méme
couleur.

La probabilité de choisir deux billes de la méme couleur est égale au nombre de choix favorables,
soit (v? — v +4), divisé par le nombre de choix possibles, soit (v + 4)(v + 3). Elle est donc égale
o vP—v+4

"t Hwta)

Puisque les deux probabilités sont égales et que v # 0, alors :

1 v?—v+4
3 (v+4)(v +3)
(v+4)(v+3) = 3v*—3v+12
v+ To4+12 = 302 —3v+12

100 = 20?
0 = 202 —10v
0 = 2v(v—5)

Donc v = 0 ou v = 5. On rejette la premiere valeur, car v est strictement positif. Donc, v =5
REPONSE : (B)
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24. On utilise la notation |AXY Z| pour représenter l'aire du triangle XY Z.
On utilisera souvent la propriété suivante au sujet d'un triangle (qu’on appelle ici XY Z) qui est
divisé par un segment de droite (ZW) :

z

\ANZXW|  XW
IANZWY| WY

X W Y

Cette propriété sera nommée (x). (%) est vraie, puisque les triangles ZXW et ZWY ont une
méme hauteur par rapport a leur base respective XW et WY. La longueur h de cette base est
la longueur de la perpendiculaire abaissée du sommet Z a la droite XY
b IAZXW|  S(XW)h  XW
MAZwY] T Twy)n - WY
On retrace la figure de 1’énoncé, en omettant les segments PU et QU :
P

R
Soit [ASUT| = a.

Puisque |ARST| = 55, alors |ARSU| = |ARST| — |ASUT|, ou |ARSU| = 55 — a.
Puisque |ARSV| = 77, alors |[ARUV| = |ARSV|—|ARSU|, ou |ARUV| = 7T7—(55—a) = 22+a.
Puisque |ARTV| = 66, alors |ATUV| = |ARTV| — |ARUV|, ou |ATUV| =66 — (22 + a), ou
IATUV| = 44 — a.

IASUT| TU |ATUV|
"|ARSU| UR |ARUV|

D’apres (x)
Donc :
a 44 —a
25 —a 22+a
a(22+a) = (44 —a)(b>—a)
a’* +22a = 2420 — 99a + @’
121a = 2420
a = 20

On a donc |[ASUT| = 20, |ARSU| = 35, |ARUV| =42 et |ATUV| = 24.

Soit |APST| = c et |AQTV| = d. On a la situation suivante :
P

S

Q
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IAPST| PS  |APSV|

D’ N = sl _ 2 _ =71
apres (%), R RST| = SR |ARSV
c c+ 44 .
Donc AT d’ont 77¢ = 55¢ + 55(44), ou 22¢ = 2420, ou ¢ = 110.

P APST 11
C 52 = % = 5—50 = 2. (Ce résultat sera utilisé plus loin.)
IAQTV|  QV  |ASVQ)

De méme, d'apres (+). 70001 = VR T | ARSY|

d d+44

Donc 5= T d’on 77d = 66d + 66(44), ou 11d = 2904, ou d = 264.

QV  |AQTV| 264

VR |ARTV| 66
On a la donc situation suivante :

Donc = 4. (Ce résultat sera utilisé plus loin.)

P
S
[
\%
R
. IAPTQ| TQ |AQTV| |APTQ| 264 . 110(264)
D’ =<5 = : 2 don |APTQ| = ——2
ares (+), TRpaT = ST~ [AsTV] DO 110 o ot [APTQ) "
|APTQ| = 660.
Pour calculer I'aire du triangle PQU, on rajoute les segments PU et QU a la figure.
P
S
Q
\%
R
On utilise :
IAPQU| = |APTQ| + |APST| + |AQTV| + |ASTV| — |APSU| — |AQVU|
P
D’apres () et les résultats S—Z =2et % = 4 obtenus précédemment, on a :

P
IAPSU| = S—Z|ARSU| — 2(35) = 70

et
AQvU| = LY AVRU| = 4(42) — 168
VR
Donc [APQU| = 660 + 110 + 264 + 44 — 70 — 168, ou |APQU| = 840,

REPONSE : (C)
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25. 1™ étape : On simplifie I’équation en utilisant la parité et les propriétés des puissances de 2

O{Lp sait que si 27 = 2Y, x et y étant des nombres réels, alors © = y. En effet, si 2 = 2Y, alors
2—y:1, ou289Y=1.Doncx —y=0,ouz=y.
On étudie d’abord les équations de la forme 2% + 2° = 2¢ 4+ 29 q, b, c et d étant des entiers.
(Cette équation est plus générale, mais plus simple, que I’équation donnée. Elle nous permettra
d’en tirer des conclusions plus facilement.)
On peut supposer que a < bet ¢ < d et a < ¢. (On peut récrire I’équation pour que ce soit vrai.)
On factorise les deux membres de I’équation pour obtenir 2%(1 4 2°7%) = 2¢(1 4 297¢). On divise
ensuite chaque membre par 2¢ pour obtenir 1 + 2°7¢ = 2¢7¢(1 4 297¢).
On démontre, par contradiction, que ¢ = a :

Supposons, au contraire, que ¢ # a. L’inégalité ¢ > a devient donc ¢ > a.

Puisque ¢ > a, alors ¢ — a > 0. Puisque ¢ — a est un entier, alors ¢ —a > 1.

Puisque le membre de droite de la derniere équation a un facteur égal a 2%, le membre

de droite est pair.

Le membre de gauche doit aussi étre pair. Donc, 2~ doit étre un entier impair.

Or, 2% est un entier impair si et seulement il est égal & 1. On a donc b — a = 0, ou

b=a.

Le membre de gauche de I’équation est donc égal a 2, tandis que le membre de droite

est supérieur a 2, car 2°°* > 2, d’ott 1 +2%7¢ > 1. On a donc une contradiction.

La supposition est donc fausse et on a donc ¢ = a.
Puisque a = ¢, 'équation 2 + 2° = 2¢ + 27 devient 2° = 2¢, d’ou b = d.
Etant donné une équation 2% 42 = 2¢ + 27 a, b, c et d étant des entiers, il y a trois possibilités :
ou bien a =b=c=d, oubien a =cet b=d (avec a # b), ou bien a = d et b = ¢ (avec a # b).

On examine ces trois possibilités par rapport a I’équation de I’énoncé, tout en notant que m, n
et k sont tous des entiers strictement positifs :
e I cas :4mP=m® —n*+4=k+4=3m*+n>+k
Puisque k + 4 = 3m? + n? + k, alors 3m? + n? = 4.
Puisque m et n sont des entiers strictement positifs, alors m? > 1 et n? > 1.
Puisque 3m? + n? = 4, alors il faut que m = n = 1.
L’égalité 4m? = k + 4 implique donc que 4 = k + 4, ou k = 0.
On rejette cette possibilité, car on sait que k est strictement positif.
o 2cas:4m?P=k+4etm?—n?>+4=3m*+n?+ketdm?®#m?—n®+4
D’apres la deuxieme égalité, on a 2m? + 2n? + k = 4. Or, puisque m,n,k > 0, on a
2m? + 2n® + k > 5, ce qui contredit 1'égalité précédente.
On rejette donc cette possibilité.
e Fcas:4m?P=3m*+n’+ketm?—n? +4="k+4etdm?®#m?—n®+4
On peut récrire la premiere égalité sous la forme m? — n? = k.
On peut récrire la deuxieéme égalité sous la forme m? — n? = k.
On peut récrire I'inégalité sous la forme 3m? +n? # 4. D’apres le 1° cas, le couple (m, n) ne
peut pas étre le couple (1,1), ce qui est cohérent avec les conditions m? —n? =k et k > 0.

Apres avoir examiné ces trois possibilités, on a réduit le probleme donné au probleme suivant :
Déterminer le nombre de valeurs entieres impaires de k, de 0 a 100, pour lesquelles I'équation
m? —n? = k admet exactement deux couples (m,n) d’entiers strictement positifs qui sont des

solutions.
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2¢ étape : On relie les solutions de m? — n? = k a des factorisations de k

On factorise le membre de gauche de ’équation pour obtenir (m + n)(m —n) = k.

Puisque m, n et k sont des entiers strictement positifs, alors m+n > 0et k > 0, doum—n > 0,
oum > n.

Puisque k est impair et que les facteurs m +n et m — n sont des entiers, alors m +n et m —n
sont tous deux impairs (si I'un d’eux était pair, le produit serait pair).

Puisque n > 0, alors m +n > m — n.

Supposons que (m,n) est une solution de 'équation m? —n? = k. Soit m+mn =a et m —n = b.
Alors a et b sont des entiers impairs et a > b.

On a alors ab = k et ab est donc une factorisation particuliere de k.

Donc, une solution (m,n) de I’équation correspond a une factorisation particuliere de k.

On considere maintenant la situation a rebours. On considere que £k = AB, A et B étant des
entiers positifs impairs et A > B.

Si on pose m+n = A et m —n = B, on peut additionner ces équations, membre par membre,
pour obtenir 2m = A + B (ou m = (A + B)) et les soustraire, membre par membre, pour
obtenir 2n = A — B (oun = %(A — B)). On remarque que puisque n > 0, alors A > B.

Donc, chaque factorisation de k comme produit de deux entiers impairs A et B, A > B, donne
une solution de I’équation m? — n? = k.

Puisque chaque solution donne une factorisation et que chaque factorisation donne une solution,
on peut conclure que le nombre de solutions est égal au nombre de factorisations.

On a réduit le probleme donné au probleme suivant : Déterminer le nombre d’entiers impairs
k, de 0 a 100, qui admettent exactement deux factorisations comme produits de deux entiers
impairs distincts a et b, a > .

3¢ étape : On compte les valeurs de k

Puisque k est impair, tous ses diviseurs premiers sont impairs.

Puisque k < 100, alors k ne peut admettre trois diviseurs premiers impairs ou plus, car le produit
des trois plus petits nombres premiers impairs est égal a 3 -5 -7, ou 105.

Donc, k admet au plus deux diviseurs premiers impairs.

Si k = pq, p et ¢ étant deux nombres premiers impairs distincts et p < ¢, alors les diviseurs
de k sont 1,p,q et pg. Dans ce cas, k admet exactement deux factorisations du type que 'on
recherche, soit 1-pq et p - q.

Puisque k£ < 100 et p > 3, alors ¢ < 12—0. Puisque ¢ est un entier, alors ¢ < 33.

Les nombres premiers impairs inférieurs a 33 sont 3,5,7,11,13,17,19, 23,29 et 31.

Si p > 11, alors pg > 112 = 121, ce qui est supérieur & 100.

Donc, p doit étre inférieur a 11. Donc, p peut seulement égaler 3, 5 ou 7.

Sip=3,ily a9 valeurs possibles de ¢, soit les nombres premiers de 5 a 31.

Si p =25, il y a5 valeurs possibles de ¢ soit les nombres premiers de 7 a 19.

Sip=7,1ily a 2 valeurs possibles de ¢, soit 11 et 13.

Le nombre de valeurs de k, de cette forme, est donc égal a 94+ 5+ 2, ou 16.

Sik =p'q®, r et s étant des entiers strictement positifs et 7 ou s (ou les deux) étant supérieur a
1, alors k admet trois factorisations. (Par exemple, sir > 1, alors k = 1-p"¢* = p-p"1¢°* = p" - ¢*,
ces trois factorisations étant distinctes.) Cette forme de k n’apporte donc aucune solution.

Si k = pou k = p?, p étant un nombre premier impair, alors & n’admet qu’'une seule factorisation
(1-poul-p? selon le cas). Cette forme de k n’apporte donc aucune solution.

Si k = p?, p étant un nombre premier impair, alors les diviseurs de k sont 1, p, p* et p3.
Donc, k admet exactement deux factorisations du type que 'on recherche, soit 1 -p? et p - p?.
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Puisque k& < 100, alors p doit étre égal & 3 (car 5 > 100).
Il y a donc 1 valeur de k de cette forme.

Si k = p*, p étant un nombre premier impair, alors les diviseurs de k sont 1, p, p, p® et p*. Donc, k
admet exactement deux factorisations du type que 'on recherche, soit 1-p* et p-p®. On remarque
que k admet une autre factorisation, mais elle est rejetée, car les deux facteurs sont égaux.
Puisque k < 100, alors p doit étre égal & 3 (car 5 > 100).

Il y a donc 1 valeur de k de cette forme.

Si k admet plus de 4 facteurs p, alors k admet au moins trois factorisations du type voulu.
Cette forme de k n’apporte donc aucune solution. (Par exemple, si k = p" et n > 4, alors
k=1-p"=p-p» ! =p* p"? et chaque factorisation est distincte puisque n — 2 > 2.)

Ayant épuisé les cas possibles, on voit qu’il y a 16 + 1 + 1 valeurs, ou 18 de k admissibles. Il y a
donc 18 couples d’entiers strictement positifs qui sont des solutions de 1’équation donnée.
REPONSE : (D)



Le CENTRE d’EDUCATION

en MATHEMATIQUES et en INFORMATIQUE
WWW.cemc.uwaterloo.ca

Concours Fermat 2012

(11° année — Secondaire V)

le jeudi 23 février 2012
(Amérique du Nord et Amérique du Sud)

le vendredi 24 février 2012
(hors de I’ Amérique du Nord et de ’Amérique du Sud)

Solutions

(©2011 University of Waterloo




Solutions du concours Fermat 2012 Page 2

1.

Puisque %0 =60 =~ 8 = 7,5, ce choix de réponse n’est pas un entier.

On remarque les autres choix sont des entiers : & = 5, % =12, % =15 ey 6—30 =20

12
REPONSE : (B)

On simplifie le membre de gauche pour obtenir 5 =6 — z, d’ou x = 1.
REPONSE : (C)

Puisque 'angle JF'G est plat, alors ZHFG = 180° — ZHFJ, dou ZHFG = 180° — 110°, ou
/ZHFG =170°.

Puisque le triangle FFGH est isocele et que HF = HG, alors /ZHGF = ZHFG = 70°.

Puisque les mesures d’angles du triangle F'GH ont une somme de 180°, alors 70°+70°42° = 180°,

d’ot1 14 =1 = 40. 5
olt 140 + z = 180, ou = = 40 REPONSE : (E)

On simplifie d’abord les parentheses : (1 + %)(1 + %1) = (%)(2) = % = g

REPONSE : (A)

Solution 1

Au point M, on trace un segment MT parallele a QR jusqu’au
point 7" sur SR. Donc, MTRQ est un rectangle. L’aire du triangle
MQ@R est donc la moitié de celle du rectangle MT R(Q).

Donc, 'aire du rectangle MT R() est égale a 2 x 100, ou 200. M
Puisque M est le milieu de PQ et que PQRS est un carré, alors T’

est le milieu de SR.

Donc, 'aire de MT RQ) est la moitié de celle de PQRS. o) R
Donc, laire du carré PQR.S est égale a 2 x 200, ou 400.

Solution 2

Soit 2z la longueur d'un coté du carré PQRS.

Puisque M est le milieu de PQ, alors M(Q) = %(2:5), ou MQ = x.

Puisque PQRS est un carré, alors le triangle M QR est rectangle en ).

L’aire du triangle MQR est donc égale & 1(MQ)(QR), ou (x)(2z), ou z?.

Puisque le triangle M QR a une aire de 100, alors 22 = 100, d’ott # = 10, car = > 0.

Puisque les cotés du carré PQRS ont une longueur de 2x et que 2x = 20, le carré PQRS a une

i 2072 400. 5
aire de 20°, ou 400 REPONSE : (D)

Supposons que Jean a mangé x arachides le 4° soir.

Puisque chaque soir il a mangé 6 arachides de plus que le soir précédent, il a mangé = — 6
arachides le 3¢ soir, z — 12 arachides le 2° soir (car(z — 6) — 6 = = — 12) et = — 18 arachides le
1 soir (car (z —12) — 6 =2 — 18) .

Puisqu'’il a mangé 120 arachides en tout, alors = + (x — 6) + (z — 12) + (x — 18) = 120, d’on
4r — 36 = 120, ou 4z = 156, ou z = 39.

Donc, Jean a mangé 39 arachides le 4¢ soir. REPONSE : (B)

Soit x la longueur de chaque coté des carrés identiques. Donc PS = QR = x et PQQ = SR = bx.
Puisque le rectangle PQRS a un périmetre de 48, alors 5z + x 4+ bx + x = 48, d’ou 122 = 48, ou
x=4.

Donc PS=QR=4et PQ=SR=5-4=20.

L le P ire de 20 - 4 : 3
e rectangle PQRS a donc une aire de 20 - 4, ou 80 REPONSE : (C)
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8.

10.

11.

12.

13.

Puisque v =3z et £ =2, alors v =3 -2, ou v = 6.
Donc: (2v—5)— (2 —-5)=(2-6—-5)—(2-2—-5)=7—(—-1) =38
REPONSE : (B)

Soit s cm la taille initiale de Sylvie.

Puisque Sylvie a gandi de 20 %, sa taille actuelle est de 1,2s cm.

Puisque Sylvie mesure maintenant 180 cm, alors 1,2s = 180, d’ou s = %), ou s = 150.

Donc, Sylvie a grandi de 30 cm (car 180 — 150 = 30).

Puisque I'augmentation de la taille de Marie est la moitié de celle de Sylvie, alors sa taille a
augmenté de % - 30 cm, ou 15 cm.

Puisque Marie et Sylvie avaient la méme taille au départ, soit 150 cm, la taille actuelle de Marie

est de 165 cm (car 150 + 15 = 165). REPONSE : (B)
EPONSE :

Puisque (2¢)(2°) = 64, alors selon une loi des exposants, on a 2%t = 64.
Puisque 64 = 29, alors en comparant a I’équation précédente, on a a + b = 6.

Donc, la moyenne de a et de b est égale & (a +b), ou 2(6), ou 3. ,
He T meyeIme ce d & 3(a+9), ou 3(6), ou REPONSE : (D)

Puisque N est divisible par 5 et par 11, il est divisible par 5 x 11, ou 55, car 5 et 11 n’admettent
aucun diviseur commun supérieur a 1.

On cherche donc un multiple impair de 55 entre 400 et 600.

Pour le trouver, on peut utiliser un multiple connu de 55 dans cet intervalle, par exemple 550. 11
s’agit d’'un multiple pair.

On peut ensuite ajouter ou soustraire 55 de ce nombre et obtenir un autre multiple de 55.

Or 550 + 55 = 605, ce qui donne un multiple impair a ’extérieur de 'intervalle.

On calcule 550 — 55 = 495 et on obtient un multiple impair dans 'intervalle.

L’énoncé nous dit qu’il n’y a qu'un multiple impair de 55 dans I'intervalle. Donc N = 495.

La somme des chiffres de N est égale a 4+ 9 + 5, ou 18. )
REPONSE : (E)

Puisque les triangles QU R et SU R sont équilatéraux, alors ZQUR = ZSUR = 60°.

Puisque QU = PU =TU = SU et que QP = PT =TS, alors les triangles QU P, PUT et TUS
sont isométriques.

Donc ZQUP = ZPUT = /ZTUS.

Les angles autour du point U forment un angle plein, c¢’est-a-dire de 360°.

Donc ZSUR+ ZQUR+ ZQUP+ ZPUT + ZTUS = 360°, d’ou 60° 4+ 60° 4+ 3ZTUS = 360°, ou
3/TUS = 240°, ou LTUS = 80°.

Puisque le triangle TUS est isocele et que TU = SU, alors ZUST = ZUTS.

Puisque les mesures d’angles du triangle TUS ont une somme de 180°, alors

LTUS + ZLUST + £ZUTS = 180°.

Donc 80° + 2£U ST = 180°, d’ou 2£ZU ST = 100°, ou LUST = 50°. ,
REPONSE : (A)

La courtepointe est formée de 25 carrés identiques.
On voit que 4 des 25 carrés sont entierement ombrés, 8 contiennent un triangle ombré qui couvre
la moitié du carré et 4 contiennent deux petits triangles qui couvrent chacun un quart d’un carré.

Cela est égal a un nombre équivalent de carrés ombrés, soit 4 + 8 x % +4x2x %1, ou 10.

Pour obtenir le pourcentage de la courtepointe qui est ombrée, on a 1% = 40 — 40 %.

25 — 100
Donc, 40 % de la courtepointe est ombrée. ,
REPONSE : (B)
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14.

15.

16.

17.

Solution 1

Puisque les deux termes ont un facteur commun, on peut écrire (z — 2)((x —4) + (x — 6)) = 0,
d’ou (x — 2)(2z — 10) = 0.

Donc z —2 =0 (d’ott = 2) ou 2z — 10 =0 (d’ou z = 5).

Les deux racines de I’équation sont donc 2 et 5. Elles ont un produit de 10.

Solution 2
On développe et on simplifie le membre de gauche :

(x—4)(xz—=2)+(zr—2)(z—6) = 0
(22 =62 +8) + (2 —8x+12) = 0
20> — 142420 = 0

c
Les racines d’une équation de la forme az? + bx 4+ ¢ = 0 (a # 0) ont un produit égal & —. Donc,
a

les racines de I’équation 222 — 14z + 20 = 0 ont un produit de = ou 10.

REPONSE : (C)

A cause de la facon dont les oranges sont empilées, chaque couche est un rectangle qui contient
une orange de moins, dans chaque rangée et dans chaque colonne, que le rectangle de la couche
en dessous.
La couche inférieure est un rectangle de 5 sur 7, pour un total de 35 oranges.
La couche suivante est un rectangle de 4 sur 6, pour un total de 24 oranges.
La couche suivante est un rectangle de 3 sur 5, pour un total de 15 oranges.
La couche suivante est un rectangle de 2 sur 4, pour un total de 8 oranges.
La couche suivante est un rectangle de 1 sur 3, pour un total de 3 oranges. Cette couche est la
derniere couche, car elle est formée d’une seule rangée d’oranges.
Le nombre total d’oranges dans la pile est égal a 35 + 24 + 154+ 8 + 3, ou 85.
REPONSE : (D)

Puisqu’il y a 30 personnes dans la salle et que 60 % d’entre elles sont des hommes, le nombre
d’hommes est égal a 1% x 30, ou 18. Il y a donc 12 femmes dans la salle.
Puisqu’aucun homme n’entre dans la salle ou ne quitte la salle, ces 18 hommes représentent 40 %
de toutes les personnes a la fin.
Donc, 9 hommes représentent 20 % de toutes les personnes a la fin. Le nombre total de personnes
dans la salle a la fin est donc égal a 5 x 9, ou 45.
Puisqu’il y avait 30 personnes dans la salle au départ et que seules des femmes sont entrées, alors
15 femmes sont entrées.

REPONSE : (E)

Puisque 32011 — 31 . 32010 =3. 32010 et que 32012 — 32 . 32010 =9. 320107 alors :

32011 +32011 B 3. 32010 +3. 32010 B 32010(3+3> B 34+3 B 6 3

32010 4 32012~ 32010 4 . 32010 32010(] +9) 1+9 10 5
REPONSE : (A)
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18.

19.

Pour déterminer NV, le plus petit entier positif dont les chiffres ont un produit fixe, il faut d’abord
déterminer le nombre minimal de chiffres qui pourraient donner ce produit. En effet, moins il y
a de chiffres, plus le nombre est petit.

On déterminera ensuite les chiffres qui ont un produit de 1728 et on les placera en ordre croissant
pour former les chiffres de N. (Plus le premier chiffre d’'un nombre formé de ces chiffres est petit,
plus le nombre est petit. Ensuite, plus le deuxieme chiffre est petit, plus le nombre est petit et
ainsi de suite.)

On remarque que N ne peut avoir un chiffre 0, sinon le produit des chiffres serait égal a 0.

De plus, N ne peut avoir un chiffre 1, sinon on obtiendrait le méme produit des chiffres si on
enlevait le 1 et on aurait alors un nombre plus petit. Or, N est le plus petit nombre dont les
chiffres ont un produit de 1728.

Puisque les chiffres de N ont un produit de 1728, on écrit 1728 en factorisation premiere pour
faciliter la recherche des chiffres de NV :

1728 =9 x 192 =32 x 3 x 64 = 33 x 26

On cherche d’abord le nombre minimal de chiffres qui pourraient donner un produit de 1728.
Il est impossible d’avoir trois chiffres qui ont un produit de 1728, car le plus grand produit
possible de trois chiffres est 9 x 9 x 9, ou 729.
Est-il possible d’avoir quatre chiffres qui ont un produit de 1728 7
Pour que N soit le plus petit possible, il faut que son premier chiffre, le chiffre des milliers, soit
aussi petit que possible.
On a vu que ce chiffre ne peut pas étre un 1.
Ce chiffre ne peut étre un 2, car 1728 -2 = 864, et le produit des trois autres chiffres serait donc
égal a 864. Or ce nombre est supérieur a 729, le produit maximal de trois chiffres.
Le chiffre des milliers peut-il étre un 37 Puisque 1728 - 3 = 576, les trois autres chiffres devront
avoir un produit de 576.
Si un des chiffres était un 6 (ou moins), alors puisque 576 +~ 6 = 96, les deux autres chiffres
auraient un produit de 96 (ou plus), ce qui est impossible.
Donc si on a trois chiffres qui ont un produit de 576, chaque chiffre doit étre un 8 ou un 9.
Puisque 576 est pair, il faut qu’au moins des chiffres soit un 8. Puisque 576 — 8 = 72, les deux
autres chiffres sont 8 et 9.
Donc, il existe trois chiffres qui ont un produit de 576, et il existe quatre chiffres, dont le plus
petit est 3, qui ont un produit de 1728.
Les chiffres de N sont donc 3, 8, 8 et 9. On obtient le plus petit nombre que I'on peut former
avec ces chiffres en placant les chiffres en ordre croissant. Donc N = 3889.
Les chiffres de N ont donc une somme de 34+ 8 +8 + 9, ou 28.

REPONSE : (A)

Soit O(0,0), P(1,4) et Q(4,1).

Il y a trois positions possibles pour le quatrieme sommet R du parallélogramme. La premiere est
I'image de ) par une réflexion dans 'axe OP, la deuxieme est 'image de P par une réflexion
dans I'axe OQ) et la troisieme est 'image de O par une réflexion dans 'axe PQ).

Dans chaque cas, le triangle OP(@) forme la moitié du parallélogramme. Donc, 'aire du pa-
rallélogramme est le double de 'aire du triangle O PQ.

Il y a plusieurs facons de déterminer 'aire du triangle.
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20.

21.

22.

On choisit d’encadrer le triangle dans un carré formé par les deux X

axes et par les droites d’équations x = 4 et y = 4 (ce qu’on pourrait J P@Y 4

appeler < compléter le carré! ). =

Soit les points S(0,4), T(4,4) et U(4,0) .

L’aire du triangle OPQ est égale a l'aire du carré OSTU moins

laire des triangles OSP, PTQ et QUO. Q(4,1)

Le carré OSTU a une aire de 4 - 4, ou 16, puisqu’il a des cotés de 0l (0.0) U > X

longueur 4.

Le triangle OSP est rectangle en S. De plus, OS =4 et SP = 1.
Son aire est donc égale & $(OS)(SP), ou £(4)(1), ou 2.

Le triangle PT'Q) est rectangle en T'. De plus, PT =TQ = 3.
Son aire est donc égale & 3(PT)(TQ), ou £(3)(3), ou 3.
Le triangle QUO est rectangle en U. De plus OU =4et UQ = 1.
Son aire est donc égale & £(OU)(UQ), o (4)(1) ou 2.

Donc, I'aire du triangle OPQ est égale a 16 — 2 — 2 —2 ou 15

Donc, I'aire du parallélogramme est égale a 2 - 32, ou 15.
REPONSE : (A)

Dans la premiere course, Karine a parcouru 100 m pendant que Sarah a couru 95 m.

Le rapport de leurs vitesses est donc de 100 : 95, ou 20 : 19

Donc pendant que Sarah parcourt 1 m, Karine parcourt m, ou environ 1 053 m.

De l'autre point de vue, pendant que Karine parcourt 1 m Sarah parcourt m, ou 0,95 m.

Dans la deuxieme course, Karine doit parcourir 105 m et Sarah doit parcourlr 100 m.

Si Sarah finit premiere, Karine n’aura pas parcouru 105 m dans le temps que Sarah a mis pour

parcourir 100 m.

Or, pendant que Sarah parcourt 1 m, Karine parcourt 1,053 m. Donc pendant que Sarah parcourt

100 m, Karine parcourt 105,3 m. Donc, Karine a terminé avant Sarah

Pendant que Karine a parcouru 105 m, Sarah a parcouru 105 x ﬁ m, ou 1385 m, ou % m, ou

993 m

Puisque 100 — 99% = }l = 0,25, Sarah finit 0,25 m derriere Karine.

Donc, Karine a gagné et lorsqu’elle a traversé la ligne d’arrivée, Sarah était 0,25 m derriere.
REPONSE : (B)

Puisque 2? = 8x +y et y*> = x + 8y, alors 22 —y> = 8x +y) — (v + 8y) = Tz — Ty.

On factorise chaque membre pour obtenir (z + y)(z —y) = 7(x — y).

Puisque = # y, alors x — y # 0. On peut donc diviser chaque membre par x — y pour obtenir
r+y="17.

Puisque 2% = 8z + y et y? = x + 8y, alors

oyt =8r+y)+(r+8y)=9%+9y=9x+y)=9-7=063
REPONSE : (C)
D’apres le tableau, on voit que QR =25, QS =7 et SR = 18.
Puisque QR = QS+ SR et que QR est la plus grande des trois longueurs, alors S doit étre situé

sur le segment QR.
On a donc la situation suivante par rapport a ces trois villes :

Q 7 S 18 R
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23.

Il reste a utiliser PQ) = 25 et PS = 24.

On remarque que 72 4 242 = 49 + 576 = 625 = 252. Donc QS? + PS? = PQ?.

Puisque la relation de Pythagore est satisfaite, les points P, S et () forment un triangle rectangle
en S.

On a donc la situation suivante :

25 24

P
(On aurait pu placer le point P au-dessus du segment QR.)
Puisque ZPSQ = 90°, alors ZPSR = 90°.
Donc PR? = PS? + SR?, d’ou PR? = 242 + 18%, ou PR? = 576 + 324, ou PR? = 900.
Puisque PR > 0, alors PR = /900, ou PR = 30.
Dongc, il y a une distance de 30 entre la ville P et la ville R.
REPONSE : (A)

Au départ, le bol contenait 320 g de sucre blanc et 0 g de cassonade.

Le mélange Y contient (320 — z) g de sucre blanc et x g de cassonade.

Le mélange Z (le mélange final) contient 320 g de sucre mélangé (sucre blanc et cassonade).
Puisque dans le mélange Z le rapport de la masse de sucre blanc a la masse de cassonade est de
49 : 15, alors la masse de sucre blanc dans le mélange Z est égale a 49‘f15 - 3204, ou g—i - 320, ou
49 -5, ou 245 g et la masse de cassonade dans le mélange Z est égale a (320 — 245) g, ou 75 g.
Pour déterminer la valeur de = (et de la, celles de b et de c¢), il faut déterminer la masse de chaque
sorte de sucre dans le mélange Z en fonction de .

Or, dans le mélange Y, il y a (320 — z) g de sucre blanc et = g de cassonade et le mélange est
uniforme.

320 —
390 a g de sucre blanc et % g de cassonade.

Pour former le mélange Z, on enleve x g de mélange Y.

Donc, dans chaque gramme du mélange Y, il y a

2
; , . p . x x
La quantié de mélange Y qui est enlevée contient x - — g de cassonade, ou —— g de cassonade.

320 320
On forme le mélange Z en enlevant x g de mélange Y (qui contient % g de cassonade) et en
ajoutant r g de cassonade.
Donc la masse de cassonade, en g, dans le mélange 7 est égale a x — 3%20 + .
Puisque le mélange Z contient 75 g de cassonade, alors :
72
T = 75

0 = 2% —2(320)z + 75(320)
0 = x2— 640z + 24000
0 = (z—40)(x —600)

Donc = = 40 ou = = 600.
Puisqu’il n’y a jamais plus de 320 g de sucre dans le bol, la deuxieme racine est rejetée.
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24.

Donc z = 40.
Donc, le mélange Y contient 40 g de cassonade et 280 g de sucre blanc (car 320 — 40 = 280). Le
rapport de ces masses est de 280 : 40. Le rapport irréductible est de 7: 1. Donc b =T et ¢ = 1.
Donc x + b+ c est égal a 40 + 7 4+ 1, ou 48.

REPONSE : (A)

On utilise le résultat bien connu que si un cercle de centre O et
de rayon r est tangent aux segments AB, BC' et C'D aux points
respectifs X, Y et Z, alors ZOBX = ZOBY = %(ZABC) et
0CY = £0C7Z = %(ABCD).
Soit ZABC =0 et /ZBCD = a.

Y
Puisque OY est perpendiculaire & BC, alors tan(ZOBY") = g—y
0)4
t tan(Z Y)=—.
et tan(ZOCY') o
0)%4 r 0)%4 r

Donc BY = et YC =

tan(ZOBY)  tan(6/2) tan(ZOCY)  tan(a/2)’

Puisque BC = BY + Y, alors :

r T

tan(6/2) " tan(a/2)

1 1
BO = (tan(Q/Q) N tan(a/Q))
B tan(0/2) + tan(a/2)
BC = ( tan(0/2) tan(a/2) )
BC'tan(0/2) tan(«/2)
tan(0/2) + tan(a/2)

BC =

On considere le quadrilatere QRST. On sait que TQ = 3.
Puisque le triangle PQR est équilatéral, alors QR = P(), d’ou
QR =PT+TQ, ou QR = 4.

Puisque PR = QR = 4 et que S est le milieu de PR, alors
RS =2.

Dans le triangle PST, on a PT' = 1 et PS = %PR, ou
PS =2et ZSPT = 60°. Il s’agit donc d’un triangle remarquable
30°-60°-90°. Donc ST = /3, ZPTS = 90° et ZPST = 30°.
Donc Z5TQ = 90° et ZRST = 150°.

Donc dans le quadrilatere QRST, on a QR = 4, RS = 2,
ST =+/3,TQ =3, ZTQR = 60°, ZQRS = 60°, ZRST = 150°
et ZSTQ = 90°.

On détermine d’abord le rayon du cercle qui est tangent a trois cotés consécutifs du quadrilatere,
sans prendre en considération 'effet du quatrieme coté du quadrilatere sur le rayon. On recom-
mence pour chaque ensemble de trois cotés consécutifs. On traitera de l'effet du quatrieme coté
sur le cercle a la fin.

On considere un cercle qui est tangent aux segments T'Q), QR et RS.

D’apres la formule ci-haut, , le rayon de ce cercle est égal a :

4tan(60°/2) tan(60°/2)  4tan(30°) tan(30°)
tan(60°/2) + tan(60°/2)  tan(30°) + tan(30°)

~ 1,1547
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On considere un cercle qui est tangent aux segments QR, RS and ST
D’apres la formule ci-haut, , le rayon de ce cercle est égal a
2tan(60°/2) tan(150°/2)  2tan(30°)tan(75°)
tan(60°/2) + tan(150°/2)  tan(30°) + tan(75°)

On considere un cercle qui est tangent aux segments RS, ST and T'Q).
D’apres la formule ci-haut, , le rayon de ce cercle est égal a

V3tan(150°/2) tan(90°/2)  v/3tan(75°) tan(45°)
tan(150°/2) + tan(90°/2)  tan(75°) + tan(45°)

~ 1,3660
On considere un cercle qui est tangent aux segments ST, T'() and QR.
D’apres la formule ci-haut, , le rayon de ce cercle est égal a

3tan(90°/2) tan(60°/2)  3tan(45°)tan(30°)
tan(90°/2) + tan(60°/2)  tan(45°) + tan(30°)

~ 1,0981

Il reste a déterminer le rayon du plus grand cercle qui peut étre tracé a l'intérieur du quadrilatere
QRST.

Le plus grand tel cercle doit toucher a au moins deux cotés consécutifs de QRST. En effet, si un
cercle ne touchait a aucun coté ou a un seul coté de QRST, on pourrait le déplacer jusqu’a ce
qu’il touche & deux cotés adjacents (comme dans un coin) et ensuite, on pourrait le faire grossir
un peu. Si un cercle touchait a deux cotés opposés de QRST, on pourrait le déplacer jusqu’a ce
qu’il touche a un coté adjacent a un des deux cotés, possiblement en perdant contact avec un
des cotés opposés.

Dans les quatre cas suivants, considerera un cercle qui touche a deux cotés adjacents du quadri-
latere QRST. On peut agrandir un tel cercle, tout en le gardant tangent aux deux cotés, jusqu’a
ce que le cercle touche a un troisieme c6té. Une fois que le cercle touche aux trois cotés, on ne
peut plus 'agrandir, sinon une partie du cercle sortirait du quadrilatere. Donc, le plus grand
cercle doit toucher a trois cotés du quadrilatere QRST.

On considere chaque paire de cotés adjacents (il y a quatre telles paires) et on détermine le
plus grand cercle que 'on peut tracer a l'intérieur du quadrilatere et qui est tangent aux cotés
adjacents.

- On considere un cercle tangent a ST et a T'Q). On agrandit le cercle, qui reste toujours
tangent a ST et a T'Q), jusqu'a ce qu’il touche au coté QR ou au coté RS. Or d’apres les
calculs précédents, le cercle qui touche aussi a QR a un rayon d’environ 1,0981, tandis que
celui qui touche aussi a RS a un rayon d’environ 1,3660. C’est donc le coté QQ R que le cercle
touchera en premier. Dans ce cas, le plus grand cercle qui est completement a I'intérieur du
quadrilatere a un rayon d’environ 1,0981.

- On considere un cercle tangent a T'Q) et a QR. On agrandit le cercle, qui reste toujours
tangent a T'Q) et a QR, jusqu’a ce qu’il touche au coté ST ou au coté RS. Or d’apres les
calculs précédents, le cercle qui touche aussi a ST a un rayon d’environ 1,0981, tandis que
celui qui touche aussi a RS a un rayon d’environ 1,1547. C’est donc le c6té ST' que le cercle
touchera en premier. Dans ce cas, le plus grand cercle qui est completement a I'intérieur du
quadrilatere a un rayon d’environ 1,0981.

- On considere un cercle tangent a QR et a RS. On agrandit le cercle, qui reste toujours
tangent a QR et a RS, jusqu’a ce qu’il touche au coté ST ou au coté T'Q). Or d’apres
les calculs précédents, le cercle qui touche aussi a ST a un rayon de 1, tandis que celui
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25.

qui touche aussi a T'Q) a un rayon d’environ 1,1547. C’est donc le coté ST que le cercle
touchera en premier. Dans ce cas, le plus grand cercle qui est completement a I'intérieur du
quadrilatere a un rayon de 1.

- On considere un cercle tangent a RS et a S7T. On agrandit le cercle, qui reste toujours
tangent a RS et a ST, jusqu’'a ce qu’il touche au co6té QR ou au coté T'Q). Or d’apres
les calculs précédents, le cercle qui touche aussi a QR a un rayon de 1, tandis que celui
qui touche aussi a T'() a un rayon d’environ 1,3660. C’est donc le coté QR que le cercle
touchera en premier. Dans ce cas, le plus grand cercle qui est completement a l'intérieur du
quadrilatere a un rayon de 1.

En comparant les quatre cas, on voit que le plus grand cercle que 1'on pourrait obtenir a un
rayon d’environ 1,0981, ce qui est plus pres de 1,10.
REPONSE : (B)

Soit N un entier strictement positif quelconque qui satisfait aux trois propriétés données.

Soit S(N) la somme des chiffres du nombre N et soit S(2N) la somme des chiffres du nombre 2N
Dans le tableau ci-dessous, on indique comment chaque chiffre de N contribue & S(2N). Le
contenu du tableau sera justifié a la toute fin.

Chiffre de N | 2xChiffre | Contribution a S(2N)
3 6 6
4 8 8
5 10 1+0=1
6 12 1+2=3

Supposons que N est composé de w fois le chiffre 3, x fois le chiffre 4, y fois le chiffre 5 et z fois
le chiffre 6. On sait que w, x,y,z > 1.

17 étape : Ce que 'on sait de S(N) et de S(2N)

Puisque S(N) = 900, alors 3w + 4z + 5y + 6z = 900.

Puisque chaque chiffre 3 de N contribue une valeur de 6 dans S(2N), chaque chiffre 4 de N
contribue une valeur de 8 dans S(2N), chaque chiffre 5 de N contribue une valeur de 1 dans
S(2N), chaque chiffre 6 de N contribue une valeur de 3 dans S(2N) et puisque S(2N) = 900,
alors 6w + 8x + y + 3z = 900.

2¢ étape : Quelles valeurs de N seront la plus grande possible ou la plus petite possible ?

La plus grande valeur possible de N sera I'entier N* qui satisfait aux propriétés données, qui
contient le plus grand nombre possible de chiffres (c.-a-d. dont la valeur de w + x + y + z est
la plus grande possible), qui est formé des plus grands chiffres possibles, tenant compte de ce
nombre fixe de chiffres, et dont les chiffres sont écrits en ordre décroissant de gauche a droite
(car les plus grands chiffres correspondront a une plus grande valeur de position).

La plus petite valeur possible de N sera I'entier N~ qui satisfait aux propriétés données, qui
contient le plus petit nombre possible de chiffres (c.-a~-d. dont la valeur de w + x + y + z est la
plus petite possible), qui est formé des plus petits chiffres possibles, tenant compte de ce nombre
fixe de chiffres, et dont les chiffres sont écrits en ordre croissant de gauche a droite.

Puisqu’on veut déterminer le nombre de chiffres du produit NTN~, on se préoccupera davan-
tage des nombres de chiffres de Nt et de N~ (c.-a-d. des valeurs maximale et minimale de
w+x +y+ z), de méme que des premiers chiffres de chacun.
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3¢ étape : Simplification d’équations

On sait que w,x,y et z sont des entiers strictement positifs qui vérifient les équations
3w+ 4x + 5y + 6z = 900 et 6w + 8x + y + 3z = 900.

On multiplie chaque membre de la 1*® équation par 2 pour obtenir 6w + 8x + 10y + 12z = 1800.
On soustrait la 2¢ équation de cette derniere équation, membre par membre, pour obtenir
9y + 9z = 900, ou y + z = 100.

Puisque y 4 z = 100, I’équation 3w + 4z + 5y + 6z = 900 devient 3w + 4x + 5(y + z) + z = 900,
ou 3w + 4z + 500 4+ z = 900, ou 3w + 4x + z = 400.

Puisque y + z = 100, 'expression w + = + y + z devient w + x + 100. Donc pour maximiser ou
minimiser w + z 4+ y + 2, il faut maximiser ou minimiser w + x.

4° étape : Réflexion sur le but a atteindre

On cherche les valeurs maximale et minimale de I’expression w + x 4+ y + z, sachant que w, x,y
et z sont des entiers strictement positifs qui vérifient les équations 3w + 4z + 5y + 6z = 900 et
6w + 8z + y + 3z = 900.

D’apres la 3¢ étape, ces équations sont vérifiées si et seulement si les équations y + z = 100 et
3w+ 4z + z = 400 le sont (puisqu’on peut procéder a partir d’une paire d’équations pour obtenir
lautre paire).

On cherche les valeurs maximale et minimale de I’expression w+x+y+ z, sachant que y+2z = 100
et 3w + 4x + z = 400.

Puisque la valeur de 'expression y + z est fixe, on cherche donc les valeurs maximale et minimale
de l'expression w + x, sachant que y + z = 100 et 3w + 4x + z = 400.

5¢ étape : Caractéristiques de N7

On détermine d’abord la valeur maximale possible de w + .

On récrit 1'équation 3w + 4x + z = 400 sous la forme 3(w + z) = 400 — z — z.

Pour que w + x prenne une valeur aussi grande que possible, il faut que le membre de droite
prenne une valeur aussi grande que possible. Il faut donc que x et z prennent des valeurs aussi
petites que possible.

Orz>1et z>1. Donc 400 — z — z < 398.

De plus, puisque le membre de gauche de 'équation 3(w + x) = 400 — = — z est divisible par 3,
le membre de droite doit I’étre aussi.

Or, le plus grand multiple de 3 qui est inférieur ou égal a 398 est le nombre 396.

On doit donc avoir 3(w + x) < 396, d’out w + = < 132.

La valeur maximale possible de w + z est donc 132 et puisque x + y = 100, la valeur maximale
possible de w 4+ x 4+ y + 2z est 132 4 100, ou 232.

Pour atteindre cette valeur maximale, il faut que 400 — x — z = 396 (c.-a-d. que = + z = 4). Les
valeurs w = 129, x = 3, y = 99 et z = 1 donnent cette valeur maximale (et elles vérifient les
équations y + z = 100 et 3w + 4z + z = 400).

Donc le nombre N, qui est la plus grande valeur possible de N, est composé de 232 chiffres (tous
des 3, des 4, des 5 ou des 6, mais avec au moins un de chaque sorte) placés en ordre décroissant.
Le nombre N* vérifie donc 'inéquation 6 x 10%! < Nt < 7 x 10?3!,

(Comme on le verra, il ne sera pas nécessaire de déterminer les chiffres de N* de fagon plus
précise.)
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6° étape : Caractéristiques de N~

On détermine d’abord la valeur minimale possible de w + z.

On récrit I'équation 3w + 4x + z = 400 sous la forme 4(w + z) = 400 + w — 2.

Pour que w + x prenne une valeur aussi petite que possible, il faut que le membre de droite
prenne une valeur aussi petite que possible. Il faut donc que w prenne une valeur aussi petite
que possible et que z prenne une valeur aussi grande que possible.
Orw>1,y+2=100et y > 1. Donc z < 99.

Donc 400 + w — z > 302.

Puisque le membre de gauche de I’équation 4(w + x) = 400 +w — z est divisible par 4, le membre
de droite doit I'étre aussi.

Le plus petit multiple de 4 qui est supérieur ou égal a 302 est le nombre 304.

On doit donc avoir 4(w + x) > 304, d’ou w + x > 76.

La valeur minimale possible de w + x est 76 et puisque y + z = 100, la valeur minimale possible
de w4+ x +y+ 2z est 76 + 100, ou 176.

Pour atteindre cette valeur minimale, il faut que 400 + w — z = 304 (c.-a-d. que z — w = 96).
Les valeurs w = 3, x = 73, y = 1 et z = 99 donnent cette valeur minimale (et elles vérifient les
équations y + z = 100 et 3w + 4z + z = 400).

Donc le nombre N, qui est la plus petite valeur possible de N, est composé de 176 chiffres (tous
des 3, des 4, des 5 ou des 6, mais avec au moins un de chaque sorte) placés en ordre croissant.
Le nombre N~ vérifie donc I'inéquation 3 x 10'™ < N~ < 4 x 10", puisque cette valeur de N
commence par un 3 et est composée de 176 chiffres.

(De méme, il ne sera pas nécessaire de déterminer les chiffres de N~ de fagon plus précise.)

7¢ étape : Le nombre de chiffres du nombre N= - N+
Puisque 6 x 103! < NT <7 x 10! et 3 x 10' < N~ < 4 x 107, alors :

18 x 107 = (3 x 10'™) - (6 x 10%") < N7 - N* < (4 x 10'™) - (7 x 10%") = 28 x 10"

Donc, le nombre N~ - N est composé de 408 chiffres.

Justification du contenu du tableau

Supposons que N se termine par les chiffres abed. Donc N = - - - dcba.
On a donc N = --- 4 1000d + 100c + 10b + a.
Donc 2N = - - +1000(2d) + 100(2¢c) 4+ 10(2b) + (2a). Or, les valeurs 2d, 2¢, 2b et 2a peuvent étre

formées d'un ou deux chiffres.

Soit u(2a) le chiffre des unités de 2a et soit g(2a) le chiffre des dizaines de 2a.

On sait que u(2a) peut égaler 0, 2, 4, 6 ou 8, tandis que g(2a) peut égaler 0 ou 1.

On définit u(2b), g(2b), u(2¢), g(2¢), u(2d), g(2d) de la méme facon.

On remarque que 2a = 10 - ¢(2a) + u(2a), 2b = 10 - t(2b) + u(2b), 2¢ = 10 - t(2¢) + u(2c) et
2d = 10 - t(2d) + u(2d).

Donc :

ON = - +1000(10 - ¢(2d) + u(2d)) + 100(10 - £(2¢) + u(2c))
+10(10 - £(2b) + w(20)) + (10 - t(2a) + u(2a))
= -4 1000(u(2d) + t(2¢)) + 100(u(2c) 4 t(20)) 4+ 10(u(2b) + t(2a)) + u(2a)
Puisque u(2a),u(2b),u(2c),u(2d) < 8 et t(2a),t(2b),t(2¢),t(2d) < 1, alors chacune des expres-

sions u(2d)+t(2¢), u(2¢)+t(2b), u(20)+t(2a) et u(2a) représente un seul chiffre. Elles représentent
respectivement le chiffre des milliers, des centaines, des dizaines et des unités de 2NV.
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La somme des chiffres de 2N est donc égale a :

u(2a) + (u(2b) + t(2a)) + (u(2¢) + £(20)) + (u(2d) + t(2¢)) + --- =
(t(2a) 4+ u(2a)) + (t(2b) + u(20)) + (t(2¢) + u(2¢)) + - - -

Cet argument peut aussi étre utilisé pour les autres chiffres de N.

Donc si m est un chiffre de N, alors la somme des chiffres des unités et des dizaines de 2m

contribue a la somme des chiffres de 2/N.

Donc, les chiffres de N contribuent a la somme des chiffres de 2N comme dans le tableau ci-haut.
REPONSE : (A)
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2+3x6 2418 20
23+6 29 29

1. Ona:

REPONSE : (D)

Ty+77 Ty 77T 7(77) B B
7 _77+77_ 7 tl=7+1=8

2. Siy=77, alors:
REPONSE : (A)

3. Le rectangle a une aire de 192 et une base de 24. Puisque 192 = 24 = 8, il a une hauteur de 8.
Il a donc un périmetre de 2 x 24 + 2 x 8, ou 64.
REPONSE : (A)

4. Puisque vVn + 9 = 25, alors n + 9 = 252, ou n + 9 = 625.
Donc n = 616.
REPONSE : (D)

5. Puisque le triangle PRS est équilatéral, ses angles mesurent tous 60°. Donc ZRSP = 60°.
Puisque QS = QT le triangle QST est isocele. Donc /T SQ = ZS5T(Q = 40°.
Puisque RST est un angle plat, alors ZRSP + ZPSQ + /TS = 180°.
Donc 60° + x° 4+ 40° = 180°, d’ou x = 180 — 60 — 40, ou = = 80.
REPONSE : (C)

6. Puisque la somme de trois entiers consécutifs est égale a 27, les entiers sont 8, 9 et 10. (On peut
le démontrer de fagon algébrique en nommant les entiers x, x + 1 et x + 2, puis en résolvant
I'équation = + (z + 1) + (x 4+ 2) = 27.)

Leur produit est égal a 8 x 9 x 10, ou 720.
REPONSE : (C)

7. Le nombre qui est a mi-chemin entre deux nombres est la moyenne de ces deux nombres.
Le nombre qui est a mi-chemin entre % et % est donc égal a :

171 1 _ 1712 10 _ 1722 _ 11
sl + 1) = 3350 + 126) = 2(556) = 136

REPONSE : (D)

8. Le secteur qui représente le pourcentage d’éleves qui préferent les biscuits a un angle de 90°. Le
secteur représente donc }1 du disque. Donc, 25 % des éleves préferent les biscuits.
Le pourcentage des éleves qui préferent les sandwichs est donc égal & 100 % — 30 % — 25 % — 35 %,
ou 10 %.
Puisqu’il y a 200 éléves en tout et que 10 % de 200 est égal a % de 200, c’est-a-dire a 20, il y a
20 éleves qui préferent les sandwichs.
REPONSE : (B)

9. L’ensemble S contient 25 multiples de 2, soit les entiers pairs.
Lorsqu’on a enlevé ces nombres, il ne reste plus dans ’ensemble S que les entiers impairs de 1 a
49. L’ensemble S ne contient plus que 25 nombres, car on en a enlevé 25.
On doit aussi enlever les multiples de 3 de ’ensemble S.
Puisque S ne contient plus que des entiers impairs, il faut enlever les multiples impairs de 3
situés entre 1 et 49, soit 3, 9, 15, 21, 27, 33, 39 et 45. Il y en a 8.
Il reste 17 entiers dans I'ensemble S, car 25 — 8 = 17.
REPONSE : (D)
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10.

11.

12.

Solution 1

On a QR =2+ 9. Puisque PQRS est un carré, alors PQQ = QR = SR = PS =11.

La hauteur du rectangle ombré est égale a celle du rectangle supérieur gauche (6) moins celle du
rectangle supérieur droit (2). Elle est donc égale a 4.

La largeur du rectangle ombré est égale a celle du rectangle supérieur droit (8) moins celle du
rectangle inférieur droit (11 — 10 = 1). Elle est donc égale a 7.

Le rectangle ombré a donc une aire de 4 x 7, ou 28.

Solution 2
On a QR =2+ 9. Puisque PQRS est un carré, alors PQQ = QR = SR = PS =11.
Le carré a donc une aire de 112, ou 121.
Puisque PQ = 11, le rectangle supérieur gauche a une base de 11 — 8, ou 3. Puisqu’il a une
hauteur de 6, son aire est égale a 3 x 6, ou 18.
Puisque PS = 11, le rectangle inférieur gauche a une hauteur de 11 — 6, ou 5. Puisqu’il a une
base de 10, son aire est égale a 5 x 10, ou 50.
Puisque SR = 11, le rectangle inférieur droit a une base de 11 — 10, ou 1. Puisqu’il a une hauteur
de 9, son aire est égale a 1 x 9, ou 9.
Le rectangle supérieur droit a une aire de 8 x 2, ou 16.
L’aire du rectangle ombré est égale a I'aire du carré PQRS moins celle des quatre rectangles
non ombrés. Elle est donc égale a 121 — 18 — 50 — 9 — 16, ou 28.

REPONSE : (B)

Apres avoir acheté 7 boules de gomme, il est possible que Xavier ait regu 2 boules rouges, 2
boules bleues, 1 boule noire et 2 boules vertes.
Il ne pourrait pas avoir plus de boules sans avoir au moins 3 boules d’une méme couleur.
Si Xavier achete une boule de plus, ce sera une boule bleue, verte ou rouge.
Quel que soit le résultat, il aura au moins 3 boules d'une méme couleur.
Pour résumer, si Xavier achete 7 boules de gomme, il n’est pas certain d’avoir 3 boules d'une
méme couleur, mais s’il achete 8 boules de gomme, il est certain d’avoir au moins 3 boules d'une
méme couleur.
Donc, pour s’assurer de recevoir 3 boules d'une méme couleur, Xavier doit acheter un minimum
de 8 boules.

REPONSE : (E)

Solution 1

La parabole est symétrique par rapport a son axe de symétrie.

Puisqu’elle coupe 1'axe des abscisses en x = —1 et en x = 4, I'axe de symétrie a pour équation
T = %‘, ouzxr = %

Or, le point (3, w) est a % unité de 'axe de symétrie. Son ordonnée w est donc la méme que celle
du point qui est a % unité a gauche de I'axe de symétrie, soit celle du point (0, 8).

Donc w = 8.

(On aurait pu remarquer que x = 3 est 1 unité a la gauche de I'abscisse a 'origine de droite et
que l'ordonnée du point (3,w) est la méme que celle du point dont 1’abscisse est 1 unité a la
droite de I’abscisse a l'origine de gauche.)
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13.

14.

15.

16.

Solution 2
Puisque la parabole a pour abscisses a l'origine —1 et 4, elle a une équation de la forme
y =a(x +1)(x —4), a étant un nombre non nul quelconque.
Puisque le point (0, 8) est situé sur la parabole, alors 8 = a(1)(—4), d’ou a = —2.
La parabole a donc pour équation y = —2(x + 1)(z — 4).
Puisque le point (3, w) est situé sur la parabole, alors w = —2(4)(—1), d’ott w = 8.
REPONSE : (E)

Puisque Xavier, Yolande et Zinedine ont un total de 50 $ et que le rapport de la quantité d’argent
de Xavier a la quantité totale de Yolande et de Zinedine est de 3 : 2, alors Xavier a % du total,
soit g x 508, ou 308$.

Donc, Yolande et Zinedine se partagent 50$ — 30$, ou 20 $.

Or, on sait que Yolande a 4 $ de plus que Zinedine. On doit donc séparer les 20 $ en deux parties
de maniere que I'une soit 4$ de plus que l'autre. Donc, Yolande a 12§ et Zinedine a 8 $.

Donc, Zinedine a 8 §. REPONSE : (B)

La moyenne de deux multiples de 4 doit étre paire. En effet, soit 4m et 4n les deux entiers pairs,
m et n étant des entiers quelconques. Leur moyenne est donc égale a %(4771 +4n), ce qui est égal
a 2m + 2n, ou 2(m + n). Or, cette derniére expression est 2 fois un entier, ce qui représente un
nombre pair.

Chacune des autres expressions peut donner un entier impair a l'occasion. Par exemple :

(A) La moyenne de 2 et de 4 est égale a 3, ce qui n’est pas un entier pair.
(B) La moyenne de 3 et de 7 est égale a 5, ce qui n’est pas un entier pair.
(C) La moyenne de 1 et de 9 est égale a 5, ce qui n’est pas un entier pair.
(E) La moyenne de 2, 3 et 4 est égale a 3, ce qui n’est pas un entier pair.
La bonne réponse est donc (D). REpoNsE : (D)

2 —m? > 20, alors n est

Puisque m et n sont des entiers consécutifs strictement positifs et que n
supérieur a m. On pose donc n =m + 1.
Puisque n? — m? > 20, alors (m + 1) — m? > 20, ou m? +2m + 1 —m? > 20, ou 2m > 19, ou
m > %. Puisque m est un entier, alors m > 10.
On cherche la valeur minimale de n? + m? = (m + 1)* + m? = 2m? + 2m + 1 lorsque m > 10.
L’expression 2m? + 2m + 1 admet une valeur minimale lorsque m = 10. (En effet, les deux
premiers termes augmentent a mesure que m augmente. )
La valeur minimale est donc égale & 2(10%) + 2(10) + 1, ou 221.

REPONSE : (E)

Solution 1
Soit R le coin inférieur gauche. On a donc :
P
h
h K
h \N
h
R Db b b Q

Puisque la figure est formée de rectangles, alors XY est parallele a PR. Donc LY X7 = ZRPQ.
De plus, Y Z est parallele a RQ). Donc Z/XZY = ZPQR.
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17.

18.

Les triangles PR(Q) et XY Z sont donc semblables.

DoncRQ—YZ

PR XY
OrYZ =2XY, RQ =3bet PR = 4h
Done B _2XY B, b3
M T xy My TNy Ty
Solution 2

Somme dans la Solution 1, R représente le coin inférieur gauche.

XY XY 1
Puisque YZ = 2XY, le segment X Z a une pente de Y7 = axy ou 3

PR 4h
Puisque PR = 4h et RQ) = 3b, le segment P() a une pente de — RQ ou 5%

Puisque le segment X 7 fait partie du segment P(Q), les deux segments ont la méme pente. Donc
4h 1 h 1 3 h

3 2 REPONSE : (C)
Puisque 3% = 64 et que 3** = (3%)2, alors (3%)% = 64, d’out 3% = +8.
Puisque 3* > 0, alors 3 = 8.

1 1
Or 37% = 3 Donc 377 = —.

8 REPONSE : (E)

On parlera des étapes suivantes : Etape 0 (1 carré), Etape 1 (2 triangles), Etape 2 (4 triangles),
Etape 3 (8 triangles), and Etape 4 (16 triangles).

On cherche la longueur du plus grand coté d’un des 16 triangles de I’Etape 4.

A I’Etape 1, on a deux triangles isoceles rectangles ayant des cathetes de longueur 4.

De fagon générale, soit un triangle isocele rectangle ABC avec des cathetes AB et C'B de longueur
a. Il s’agit d’un triangle remarquable 45°-45°-90° et son hypoténuse a donc une longueur de v/2a.
On abaisse une perpendiculaire BM au point B.

|
I
I
I
I
!
M
Puisque le triangle ABC' est isocele, BM est une hauteur et une médiane, de méme que la
bissectrice de I'angle ABC'. M est donc le milieu de AC'.

Les triangles AM B et C'M B sont donc des triangles remarquables 45°-45°-90° congruents. Le
plus grand coté de chaque triangle a une longueur de a.

Or, le plus grand coté du triangle précédent a une longueur de v/2a. Donc, la longueur du coté le
plus long des nouveaux triangles est égale a la longueur du coté le plus long du triangle précédent
divisé par V2.

On utilise ce résultat général a chaque étape du probleme.

A I'Etape 1, le c6té le plus long a une longueur de 4v/2.

Dongc, a I’ Etape 2, le coté le plus long a une longueur de 4\\;, ou 4.

ATl Etape 3, le coté le plus long a une longueur de f ou 2‘([‘[ ou 2v/2.

ATl Etape 4, le coté le plus long a une longueur de 2\‘[, ou 2.

REPONSE : (B)
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19. Soit r le rayon du grand cercle.

20.

21.

22.

On joint O a P. Donc OP = 0OS =r.

Puisque @ est le milieu de PR et que PR = 12, alors P(Q) = 6.

Puisque OS =r et QS =4, alors OQ =r — 4.

Puisque le triangle O PQ est rectangle en @), alors selon le théoreme de Pythagore, on a :

0Q*+ PQ* = OP?
(r—4)2+6* = r?
r’ —8r+16+36 = 1’
02 = 8r

ro= 2=

Le rayon du grand cercle a donc une longueur de %, ou 6,5.
REPONSE : (C)

Puisque b = ar, ¢ = ar? et que a, b et ¢ ont un produit de 46 656, alors a(ar)(ar?) = 46 656, ou

a®r3 = 46 656, ou (ar)® = 46 656, d’ont ar = v/46 656, ou ar = 36.

Donc b = ar = 36.

Puisque a, b et c ont une somme de 114, alors a+c = 114—b, d’'ot a+c = 114—36, ou a+c = 78.
REPONSE : (A)

Dans le tableau de forme triangulaire, la rangée r contient r entiers.
Donc dans un tableau de n rangées, le nombre de nombres dans le tableau est égal a :

1+243+---+(n—2)+(n—1)+n

Cette somme est toujours égale a %n(n +1).
(Si cette formule n’est pas connue, on peut essayer de la démontrer!)
On peut conclure que le dernier nombre de la rangée n est égal a %n(n +1).
Pour déterminer la rangée dans laquelle le nombre 400 est situé, on déterminera la plus petite
valeur de n pour laquelle $n(n + 1) > 400, ou n(n + 1) > 800.
La valeur de n doit étre pres de v/800, ou 28,28 . ...
Sin = 28, alors n(n + 1) = 812.
Sin = 27, alors n(n + 1) = 756.
Donc, 400 est situé dans la 28° rangée. Or, le dernier nombre de la rangée 27 est égal a %(27 x 28),
ou 378. Le dernier nombre de la rangée 28 est égal a %(28 x 29), ou 406.
La rangée qui contient le nombre 400 commence donc par le nombre 379 et se termine par le
nombre 406. On cherche la somme des nombres de cette rangée.
Cette somme est égale a la somme des entiers de 1 a 406 moins la somme des entiers de 1 a 378.
Puisque la somme des entiers de 1 a m est égale a %m(m + 1), alors la somme des entiers de 379
a 406 est égale & 1(406)(407) — $(378)(379), ou 10990.

REPONSE : (A)

P+ pq+1
Puisque -0 — 17, alors ——4 =17, ou —L— — 17 ou LPIFY _ 47
PTita Lig L+ g q(pg +1)

Puisque p et ¢ sont des entiers strictement positifs, alors pg+1 > 0. Le facteur commun (pg+ 1)

n’étant pas nul, on peut simplifier I’équation pour obtenir b_ 17, ou p = 17g4.
q
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23.

Puisque p et g sont des entiers strictement positifs, alors ¢ > 1.

Puisque p + ¢ < 100, alors 17¢g + g < 100, ou 18¢ < 100, ou g < %, ouq< 58.

Puisque ¢ est un entier strictement positif, alors g < 5.

Selon ces deux restrictions, on a 1 < ¢ < 5. Il y a donc 5 valeurs possibles et 5 couples possibles.

(On peut vérifier que les couples (p, q) possibles sont (17,1), (34,2), (51,3), (68,4) et (85,5).)
REPONSE : (E)

On remarque que l'on peut changer des personnes I'une pour 'autre. Il n’est pas important de
spécifier qui marche et qui se promene en moto. On nomme les trois personnes A, D et E.

Le point de départ est nommé P et le point d’arrivée est nommé Q).

Voici une stratégie dans laquelle les trois personnes avancent a tous moments et arrivent au point
P en meéeme temps :

A et D montent en moto, tandis que E marche.

A et D se rendent en moto a un point Y situé avant le point Q).

A laisse D et retourne en moto, tandis que D et E marchent vers le point Q).

A rencontre E au point X.

E monte sur la moto et avec A, se déplace vers le point () de maniere a arriver au
point () en méme temps que D.

Le point Y est choisi de maniere que A, D et E arrivent en méme temps au point Q).

Soit @ km la distance de P a X, d km la distance de X a Y et b km la distance de Y a Q.
P X Y Q

"a d b !

Pendant que E marche de P a X & une vitesse de 6 km/h, A se déplace en moto de P a Y et de
retour jusqu’a X a une vitesse de 90 km/h. Or, la distance de P & X est de a km, tandis que la

distance de P a Y, puisde Y a X est de (a + d + d) km, ou (a + 2d) km.

. R ) a a+ 2d R
Puisque E et A mettent le méme temps pour effectuer ces trajets, alors — = , d’ou

6 90
15a = a + 2d, ou 7a = d.

Pendant que D marche de Y a @ a une vitesse de 6 km/h, A serend de Y a X et de X a @ a
une vitesse de 90 km/h.

Or, la distance de Y a @ est de b km, tandis que la distance de Y a X et de X a @ est de
(d+ d+b) km, ou (b+ 2d) km.

15b = b+ 2d, ou 7b = d.

Donc d = 7a = 7b. On peut conclure que b = a.

La distance totale de P a @ est égale a (¢ +d +b) km, ou (a + 7a + a) km, ou 9a km.

Or, on sait que cette distance est de 135 km. Donc 9a = 135, ou a = 15.

On rappelle que A se déplace de P a 'Y a X a @, une distance de [(a + 7a) + 7a + (7Ta + a)] km,
ou 23a km.

Puisque a = 15 km et que A se déplace a une vitesse de 90 km/h, le temps qu’elle met pour
effectuer cette stratégie est égal a % h, ou %3 h, ou environ 3,83 h.

Puisque cette stratégie prend 3,83 h, alors la plus petite valeur possible de ¢t ne peut dépasser

3,83 h. Peux-tu expliquer pourquoi il s’agit bien de la plus petite valeur possible de ¢ ?
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24.

25.

Si on n’avait pas pensé a la stratégie précédente, on aurait pu penser a la suivante :

A et D montent en moto, tandis que E marche.

A et D se rendent jusqu’au point Q).

A laisse D au point () et retourne rencoutrer E qui marche toujours.

D laisse E monter sur la moto et les deux se rendent a ). (D se repose au point @).)

Cette stratégie met 4,125 h, ce qui est supérieur au temps requis par la stratégie précédente, car

D ne bouge pas pendant un certain temps. ,
REPONSE : (A)

Les six sommes possibles sont w +x, w+y, w+ 2z, x +y, x + 2z et y + 2.

Puisque z < y, alors w +x < w + v.

Puisque w < z, alors w +y < z + .

Puisque y < z, alors x +y < x + 2.

Puisque x < y, alors x + 2z < y + 2.

Onadoncw+zr<w+y<zr+y<zr+z<y+z

Cette inégalité contient toutes les sommes possibles a ’exception de w + z.

Or puisque y < z et w < z, alors w +y < w+ 2z < x + 2z, mais on ne peut savoir laquelle des
expressions z + y et w + z est la plus grande.

On sait donc que w + z est toujours la plus petite somme et que w + y est toujours la deuxieme
plus petite somme. On sait aussi que les troisieme et quatrieme plus petites sommes sont w + z
et x + y dans un ordre quelconque.

Doncw+z=1letw+y=2 Deplus,w+z2=3etz+y=4oubilenw+z=4etx+y=23.
D’apres les deux premiéres équations, on a (w+y) — (w+2z) =2 —1, douy —z = 1.

1cas:w+z=3etx4+y=4

Puisque y —z =1 et z + y = 4, on obtient par addition 2y = 5, ou y = g
Puisque w + y = 2, alors w = 2 — y, d’oﬁw:2—%, ouw = —%.
1 7
2 2
Puisque = +y = 4, alors x =4 — v, d’oﬁx:4—§, ouxr=
7
5.
On peut vérifier que les six sommes sont 1,2, 3,4,5,6 et qu’elles sont toutes différentes.

Puisque w + z = 3, alors z =3 —w, d'ot 2 =3 — (—5), ou z =

3
5
Onadoncw:—%,x:%,yzgetz:

22cas:w+z=4etx+y=3

Puisque y —xz =1 et  + y = 3, on obtient par addition 2y = 4, ou y = 2.

Puisque w+y =2, alors w =2 —y, doutw =2 — 2, ou w = 0.

Puisque w+ 2z =4, alors z =4 —w, d'ou 2z =4 -0, ou z = 4.

Puisque x +y =3, alors z =3 —y,dounz =3 -2, ouz = 1.
Onadoncw=0,z=1,y=2et z =4.

On peut vérifier que les six sommes sont 1,2, 3,4,5,6 et qu’elles sont toutes différentes.

Les deux valeurs possibles de z sont donc 4 et %
Leur somme est égale a 4 + %, ou %
REPONSE : (D)

On obtient la plus petite hauteur possible de la pyramide lorsque ses quatre faces latérales
touchent les cercles qui forment les bases du cylindre. (On peut imaginer que I'apex (le som-
met opposé a la base) de la pyramide était plutot élevé et qu’on le baisse graduellement.
Eventuellement, chaque face latérale toucherait une des extrémités circulaires du cylindre. L’apex
de la pyramide ne pourrait pas baisser davantage sans qu'une partie du cylindre ne soit a
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Iextérieur de la pyramide. La pyramide aurait donc atteint la hauteur minimale.) On détermine
donc cette hauteur.

Soit ABC'D la base carré de la pyramide et T' son apex.

On trace les diagonales AC et BD de la base. Soit M leur point d’intersection. Ce point est donc
le centre de la base

Puisque la base a des cotés de longueur 20, alors AC' = BD = 20v/2.

Puisque les diagonales se coupent en leur milieu, alors AM = BM = CM = DM = 10/2.

On sait que T est situé directement au-dessus de M.

Soit t la hauteur de la pyramide. Donc t = T'M. On veut déterminer la valeur de t.

On suppose que 'axe central du cylindre est situé au-dessus de AC.

Puisque le milieu de cet axe central est situé au-dessus de M, alors I’axe central s’étend de part
et d’autre de M sur une distance de 5.

Soit E et F' les points sur AC' aux extrémités du cylindre. Puisque AM = CM = 10v/2 et que
EM = MF =5, alors AE = CF = 10v/2 — 5.

B C
F

Gl M

A o D

Vu du dessus, le cylindre a 'apparence d’un carré, car il a une hauteur et un diametre de 10.

On imagine le plan vertical qui contient la base du cylindre au point E. Ce plan coupe la pyramide
pour former un triangle :

G E H

Soit L le point ou le plan coupe 'aréte AT et soit G et H les points respectifs ou le plan coupe
AB et AD. Ces points G et H correspondent a ceux de la premiere figure.

Puisque ZBAM = 45° et que la base du cylindre est perpendiculaire a la diagonale de la base
carrée, alors le triangle GEA est isocele et rectangle (tout comme le triangle HEA). Donc
GE = HE = AE =10v/2 - 5.

Soit O le centre de la base du cylindre.

On sait que les segments GL et HL sont situés sur les faces latérales respectives ABT et ADT
de la pyramide.

Puisque ces faces ABT et ADT touchent le cercle qui forme la base du cylindre, GL et H L sont
tangents a ce cercle aux points respectifs J et K.

On joint O aux points G, H et L.
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De plus, on joint O aux points J, K et E. Les segments OJ, OK et OF sont des rayons du
cercle qui forme la base. Chacun a donc une longueur de 5.

Puisque le cercle est tangent a des faces de la pyramide a ces points, chacun des segments O.J,
OK et OF est perpendiculaire a un coté du triangle GH L.

On cherche la longueur de LE.

Puisque GE et GJ sont des tangentes a un cercle menées d’'un méme point, alors

GJ=GE =10v2 - 5.

Soit LE = h. Donc LO = h — 5. Soit LJ = z.

Les triangles LJO et LEG sont semblables, puisqu’ils sont rectangles et qu’ils partagent un angle

aigu L.
D L] LE Ton h 5h h
onc — =——,dol - =——, 00U = ——, 00U T = ——.
JO EG 5 10v2-5 10v2 -5 2v2 -1
LG LO
Pui les triang] t semblabl =
uisque les triangles sont semblables, on a aussl GE OJ

r+(10v2-5) h-—5 B v
Donc 10\/__5h— : ,oux+ (10v/2 —5) = (2v/2 - 1)(h — 5).

On reporte £ = ——
P 2v2 -1

dans cette derniere équation pour obtenir :

h
m+(10\/_—5) = (2v2—1)(h —5)

h+52vV2—1?% = (2vV2-1)>%h—-5)
h+52vV2—-1)?2 = (9—4vV2)h —5(2v2 —1)?
10(2v2—1)2 = (8—4V2)h
Lo 10(2v/2 — 1)?
8 — 42

Pour déterminer la valeur de ¢, on considere le triangle AMT.
T

A E M

On sait que FE est situé sur AM et que L est situé sur AT
De plus, T'M est perpendiculaire a AM et LE est perpendiculaire a AFE. Les triangles AEL et

AMT sont donc semblables.
™ LFE t h

AM ~ AE M 10v2 - 103 -5

. 10v2  102v2-1)"  20v2(2v2-1)  5v2(2v2-1)
C5(2v2—1)  8—4V2  8—4y/2  2-42

Parmi les choix de réponse, la plus petite hauteur possible de la pyramide est plus pres de 22,1.
REPONSE : (B)

Donc . Donc :

~ 22,07
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1.

L’expression est formée de deux demis et de trois tiers, ce qui vaut deux unités. Donc, la somme

est égale a 2.
REPONSE : (A)

2
100"

00
REPONSE : (A)

La quantité 2% est équivalente a la fraction Donc, < 2% de 1 > est égal a

Solution 1

Puisque PQ =1 et QR = 2PQ), alors QR = 2.

Puisque QR = 2 et RS = 3QR, alors RS = 3(2) = 6.

Donc PS = PQ+ QR+ RS,dou PS=14+2+6,0u PS=09.

Solution 2
D’apres les renseignements donnés, on a :

PS=PQ+ QR+ RS =PQ+ QR+ 3QR = PQ +4QR = PQ + 4(2PQ) = 9PQ

Donc PS =9(1), ou PS =9.
REPONSE : (C)

On reporte u = —6 dans l'expression = (3 — 4u), pour obtenir z = 3(3 — 4(—6)), ou

r=%(3+24), oux=41(27),ouz =9, )
REPONSE : (C)

Solution 1
Puisque 2% = 16, alors 2°3 = 2327 ou 2°3 = §(16), ou 2°7 = 128.

Solution 2
Puisque 2% = 16 et 2* = 16, alors z = 4.
Puisque z = 4, alors 2773 = 27, ou 27+3 = 128.
REPONSE : (D)

Un quadrillage 12 sur 12 contiendra 11 lignes verticales intérieures et 11 lignes horizontales
intérieures. (Dans le quadrillage 4 sur 4 donné, il y a 3 lignes verticales intérieures et 3 lignes
horizontales intérieures.)
Chacune des 11 lignes verticales intérieures coupe chacune des 11 lignes horizontales intérieures
pour créer un point d’intersection intérieur.
Ainsi chaque ligne intérieure verticale produit 11 points d’intersection intérieurs.
Le nombre de points d’intersection intérieurs est donc égal a 11 x 11, ou 121.

REPONSE : (B)

Puisque PQS est un segment de droite et que ZPQR = 110°, alors ZRQS = 180° — ZPQR,
d’ou ZRQS = 70°.
Puisque la somme des mesures d’angles du triangle QRS est égale a 180°, alors :

70° + (32)° + (z + 14)° = 180°
M0+3r+x+14 = 180
dr = 96
r = 24
REPONSE : (D)
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

Chaque bande verticale correspond a % de la surface du rectangle.

La bande de gauche est divisée en trois parties égales. Donc, % de la bande de gauche est ombrée,
ce qui correspond a % X % de la surface, ou % de la surface du grand rectangle.

La bande de droite est divisée en quatre parties égales. Donc, %, ou % de la bande de droite est
ombrée, ce qui correspond a % X % de la surface, ou i de la surface du grand rectangle.

1 4 3 7

. . LA . , , <1
Dong, la fraction du rectangle initial qui est ombrée est égale a 3 + ;, ou 15 + 15, ou 5.

REPONSE : (E)

D’apres la définition, (5V1) 4 (4V1) est égal a 5(5 — 1) +4(4 — 1), ou 5(4) + 4(3), ou 20 + 12,
ou 32.
REPONSE : (D)

Puisque 222 = 9z — 4, alors 22? — 92 + 4 = 0.
Donc (2 —1)(x —4) =0, d’ou 2z =1, ou x = 4.
Puisque x # 4, alors 2x = 1.
REPONSE : (B)

Puisque les pieces de 18, dans le sac, ont une valeur totale de 400 $, alors il y a 400 picces de 1$
dans le sac.

Puisq’une piece de 1$ a la méme masse que 4 pieces de 10 ¢, alors 400 pieces de 1$ ont la méme
masse que 1600 pieces de 10¢ (car 4(400) = 1600).

Donc, le sac qui contient les pieces de 10 ¢ contient 1600 pieces. Les pieces de 10 ¢ dans ce sac

ont une valeur totale de 160 $.
REPONSE : (C)

Supposons que la premiere fois, chacune des 7 personnes a recu ¢ bonbons.

Donc, 7q bonbons ont été distribués et il est resté 3 bonbons. Puisqu’on a distribué k& bonbons,
alors k = 7q + 3.

On multiplie chaque membre par 3 pour obtenir 3k = 21q + 9.

Lorsqu’on distribue 21+ 9 bonbons a 7 personnes, chacune recoit 3¢+ 1 bonbons, pour un total
de 21¢ + 7 bonbons. Il en reste donc 2. (Les 7 personnes ne peuvent pas recevoir plus de 3q + 1
bonbons, puisque 7(3¢ + 2) = 21¢ + 14, ce qui correspond & plus de bonbons qu’il n’y en a.)

Donc, il resterait 2 bonbons a la fin.
REPONSE : (B)

Les 50 nombres, qui ont une moyenne de 76, ont une somme de 50(76), ou 3800.
Les 40 nombres qui ont une moyenne de 80 ont une somme de 40(80), ou 3200.
Donc, les 10 autres nombres ont une somme de 3800 — 3200, ou 600.

La moyenne de ces 10 nombres est donc égale a %, ou 60.

REPONSE : (A)

L’énoncé (A) n’est pas nécessairement vrai, puisque les amis auraient pu attraper 2, 3, 3 et 3
poissons.

L’énoncé (B) n’est pas nécessairement vrai, puisque les amis auraient pu attraper 1, 1, 1, et 8
poissons.

L’énoncé (C) n’est pas nécessairement vrai, puisque les amis auraient pu attraper 2, 3, 3, et 3
poissons.

L’énoncé (E) n’est pas nécessairement vrai, puisque les amis auraient pu attraper 1, 1, 1, et 8
poissons.

Donc, I’énoncé (D) est celui qui doit étre vrai.



Solutions du concours Fermat 2010 Page 4

15.

16.

17.

18.

On peut le confirmer, puisque si les quatre amis avaient chacun attrapé au moins trois poissons,
ils auraient attrapé au moins 12 poissons en tout. Or, ils n’ont attrapé que 11 poissons en tout.
REPONSE : (D)

Si—1<p— ¢RT<1amm—1<¢f—m<1cum9<¢*<u
Puisque /p est suérieur a 9, alors p est supérieur a 92, ou 81.
Puisque /p est inférieur a 11, alors p est inférieur a 1127 ou 121.
Donc 81 < p < 121.
Puisque p est un entier, alors 82 < p < 120.
Le nombre d’entiers p qui vérifient la condition est donc égal a 120 — 82 4 1, ou 39.
REPONSE : (D)

On remarque que 2010 = 10(201) = 2(5)(3)(67) et que 67 est un nombre premier.
Les diviseurs positifs de 2010 sont donc 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30, 67, 134, 201, 335, 402, 670, 1005
et 2010.
Les couples (a, b) pour lesquels ab = 2010 et a > b sont donc (2010, 1), (1005, 2), (670, 3), (402, 5),
(335,6), (201, 10), (134,15), (67, 30).
Le couple (a,b) = (67,30) admet la plus petite valeur de a — b, soit a — b = 37.

REPONSE : (A)

Puisque PQRS est un rectangle, P(Q est perpendiculaire a QR.

Donc, l'aire du triangle PQR est égale & 3(PQ)(QR), ou 3(5)(3), ou 2.

Puisque PT =TU = UR, alors les trlangles PTQ, TU Q et URQ ont la méme aire. (Les bases
respectives PT', TU et UR sont de méme longueur et leur hauteur est égale a la distance du
point ) au segment PR.)

Donc, l'aire du triangle TUQ) est égale a = (75), ou
De méme, I'aire du triangle TU S est egale 2 g
L’aire du quadrilatere ST QU est égale a la somme de 'aire du triangle TU(Q et de 'aire du
triangle TUS. Elle est donc égale a % + g, ou 5.

N |t

REPONSE : (B)

Soit a, b, ¢ et d les longueurs des segments indiqués ci-dessous.

c
b| W X
al vy Z

Le rectangle W mesure b sur ¢. Son périmetre 2b + 2¢ est égal a 2.
Le rectangle X mesure b sur d. Son périmetre 2b 4 2d est égal a 3.
Le rectangle Y mesure a sur c. Son périmetre 2a + 2¢ est égal a 5.
Le rectangle Z mesure a sur d. Son périmetre est égal a 2a + 2d.
Donc 2a + 2d = (2a + 2b + 2¢ + 2d) — (2b+ 2¢), ou 2a + 2d = (2a + 2¢) + (20 + 2d) — (2b + 2¢),
d’ou 2a +2d =5+ 3 — 2, ou 2a + 2d = 6.
REPONSE : (A)
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19. Solution 1
On remarque que les triangles PQ.S et RQ)S sont équilatéraux.
On trace le segment PR. Puisque PQRS est un losange, alors PR et Q.S sont perpendiculaires
et se coupent en leur milieu M.
De plus, on a QM = M S = %QS =3.

Puisque ZPSQ = 60° et ZPMS = 90°, le triangle PMS est un triangle remarquable
30°-60°-90°. Donc PM = /3 x M S, ou PM = 3+/3.

Puisque PT = TR, le triangle PRT est isocele.

Puisque M est le milieu de PR, alors T'M est perpendiculaire a PR.

Puisque SM est aussi perpendiculaire a PR, alors S est situé sur T'M.

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle PMT et puisque MT > 0, on a :

MT = VPT? — PM? = /142 — (3v/3)2 = V196 — 27 = V169 = 13
Donc ST = MT — MS, d’'ou ST =13 — 3, ou ST = 10.

Solution 2

On remarque que les triangles PQ.S et RQS sont équilatéraux.

On trace le segment PR. Puisque PQRS est un losange, alors PR et Q.S sont perpendiculaires
et se coupent en leur milieu M.

Puisque PT = TR, le triangle PRT est isocele.

Puisque M est le milieu de PR, alors T'M est perpendiculaire a PR.

Puisque SM est aussi perpendiculaire a PR, alors S est situé sur TM.

P
QWT
R

Puisque ZPS(Q = 60°, alors ZPST = 180° — 60°, ou ZPST = 120°.
Dans le triangle PST, on sait que ZPST = 120°, que PS = 6 et que PT = 14.
D’apres la loi du cosinus :

PT? = PS*+ ST? —2(PS)(ST) cos(£PST)
14> = 6%+ ST? —2(6)(ST) cos(120°)
196 = 36+ ST*+6ST  (puisque cos(120°) = —3)
0 = ST?+6ST — 160
0 = (ST —10)(ST + 16)

Donc ST = 10 ou ST = —16. Puisque ST > 0, alors ST = 10.
REPONSE : (D)
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20.

21.

22.

Soit ABCD le carré.

Supposons que le point X est situé a 1 unité du coté AB.

X est donc situé sur un segment de droite YZ a 1 unité au-dessous du coté AB.

Puisque X est situé sur Y Z, il est automatiquement a 4 unités du coté DC.

Puisque X doit étre a 2 unités du co6té AD ou du coté BC', il y a deux positions possibles pour
X sur le segment Y7 :

A B
v|—2 2 17
X X
D c

Dans chaque cas, X est situé a 3 unités du quatrieme coté. Il est donc a 1, 2, 3 et 4 unités des

quatre cotés.

On peut recommencer en plagant X a 2, 3 ou 4 unités du coté AB. Dans chaque cas, il y a deux

positions possibles pour X.

En tout, le nombre de positions possibles pour le point X est égal a 4(2), ou 8. Ces positions

sont différentes, puisqu’il y a deux positions différentes sur quatre segments paralleles.
REPONSE : (D)

Solution 1
r—z
Puisqu’il faut déterminer la valeur de , cette valeur doit etre la méme, quelles que soient
y—z
x‘ _
les valeurs de x, y et z qui vérifient I’équation y_ —10.
2=y
x —
Par exemple si x = 10, y = 0 et 2 = —1, alors - —10. Ces valeurs doivent donc donner la
=Y
valeur recherchée. 10 . "
Danscecas,onax_z: — (= ),d’oﬁx_zz—,ouz_zzll.
y—z 0—(-1) y—z 1 y—z

Solution 2
On procede par manipulations algébriques :

r—z (-y+Wy—2 -y y—z_ r-y

= - =— +1
Yy—z Y—z y—z y—2=z z—y
Puisque —— = —10, alors *—— = —(~10) + 1, ou ~—— =11,
z—y Yy—z Yy—z

REPONSE : (A)

Puisque PQRS est un rectangle, alors ZSRQ = ZSPQ = 90°.
De plus, SR = PQ =20 et SP =QR = 15.
D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle SPQ), et puisque QS > 0, alors

QS = /SP2?+ PQ? = V152 + 202 = /225 + 400 = V625 = 25

Aux points P et R, on abaisse des perpendiculaires PX et RY au segment S@Q. On trace le
segment RX.




Solutions du concours Fermat 2010 Page 7

23.

R
R
SEX Y_~|Q SKx Y_~|Q
P P
On cherche la longueur RP.
Puisque le triangle SPQ est rectangle en P, alors :
PQ 20 4 SP 15 3
/PS = - /ZPS = —
S(2PSQ) =ga =95 m5  ePSQ=ga =575

Donc XP = PSsin(ZPSQ), dou XP = 15(3), ou XP = 12 et SX = PScos(£PSQ), d'ou
SX =15(2), ou SX =9.

Puisque les triangles QRS et SPQ sont congruents (trois paires de cotés congrus deux a deux),
alors QY = SX =9et YR=XP =12.

Puisque S@Q = 25, alors XY = 5Q — SX —QY,dou XY =25-9—-9, ou XY =T.

Or, le triangle RY X est rectangle en Y. D’apres le théoreme de Pythagore :

RX?*=YR*+ XY?=1224+7*=193
On considere ensuite le triangle PX R. Puisque RX est situé sur la face supérieure du cube et

que PX est perpendiculaire a cette face, le triangle PX R est rectangle en X.
D’apres le théoreme de Pythagore et puisque PR > 0, alors :

PR =+VPX2?2+ RX2=+/122+4193 = /144 + 193 = v/337 ~ 18,36

Parmi les choix de réponses, 18,4 est le plus pres de cette longueur.
REPONSE : (E)

On calcule quelques valeurs de t,, pour chercher une régularité possible :

nlvnltal| n| Vo lts
T 1 |1]11/332]3
2 11411 (12]3,46| 3
3|L,732|133,61]4
4 2 | 2(14]374]4
51224121 15]3,.87] 4
612452 1(16] 4 |4
7 1265|3 | 17]4,12] 4
8 2,833 18]424] 4
91 3 31194364
103,16 | 3 || 20| 4,47 | 4

211458 |5

(Dans chaque cas, la colonne /n donne une approximation de /n au centieéme pres.)

Donc, t, = 1 pour 2 valeurs de n, t, = 2 pour 4 valeurs de n, t, = 3 pour 6 valeurs de n et
t, = 4 pour 8 valeurs de n.

On pose comme hypothese que t,, = k pour 2k valeurs de n. On prouvera '’hypothese a la fin.
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24.

On remarque que v/2010 ~ 44,83. Donc t9g19 = 45.
Donc, avant d’arriver a tog19 = 45, on a compté tous les termes t,, < 44.
D’apres notre hypothese, le nombre de termes ¢, tels que ¢, < 44 devrait étre égal a :

244464 +86+88=2(1+2+3+ - +43+44) =2 (5(44)(45)) = 44(45) = 1980

OI‘, v 1980 ~ 44,497 et 1981 = 44,508 Donc t1980 = 44 et ti9g1 = 45.

Puisque t1931 = tog10 = 45, alors chacun des termes de t19g1 & t9919 est égal a 45. Il y a donc 30
termes qui égalent 45.

Donc, la somme demandée est égale a :

2(1) +4(5) +6(5) 486 (5) 88 (5) 430 (H) =24 2424 42524

Le terme 2 parait 44 fois dans la somme précédente.
Donc, la somme est égale a 88%.

On démontre maintenant I’hypothese, soit que pour chaque entiers positif k, il y a 2k termes ¢,
qui égalent k£ :

Pour que t,, = k, il faut que k — % <Vn<k+ % (en d’autres mots, il faut que Ientier
le plus pres de \/n soit égal a k).

Puisque n et k sont positifs, alors I'inéquation k—% < /n est équivalente a I'inéquation
(k — 3)? < n et I'inéquation /n < k + 5 est équivalente a I'inéquation n < (k + 3)2.
I faut donc que (k=3 <n < (k+3)%, ouk? —k+ 1 <n<k*+k+1.

Puisque n est un entier, alors k> —k +1 <n < k* + k.

Le nombre de valeurs de n est donc égal a (k* + k) — (k* —k+1) + 1, ou 2k.

REPONSE : (C)

On calcule les numéros des spheres dans les quatre couches supérieures.

La couche du dessus comporte une seule sphere qui porte le numéro 1.

Chaque sphere de la 2¢ couche ne touche qu’a une sphere de la couche au-dessus d’elle. Puisque
cette sphere porte le numéro 1, chaque sphere de la 2° couche porte aussi le numéro 1 :

1
1 1

Dans la 3¢ couche, chaque sphere du coin ne touche qu’a une sphere de la 2° couche et chacune
de ces dernieres porte le numéro 1; chaque couche du coin porte donc le numéro 1. Les trois
autres spheres de la 3¢ couche (chacune est au milieu d’'un < c6té du triangle ») touchent a deux
spheres de la 2¢ couche, chacune portant le numéro 1. Ces trois autres spheres de la 3¢ couche
portent donc le numéro 2. Voici donc les numéros de la 3° couche :
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On appelle sphere externe toute sphere qui n’est pas une sphere interne. Dans les quatre couches
supérieures, seule la sphere numéro 6, dans la 4° couche, est interne; les autres spheres sont
externes. On utilisera aussi s’expression < somme des spheres > pour représenter la somme des
numéros sur les spheres.

On peut remarquer plusieurs régularités :

(i) Dans toutes les couches, les spheres du coin portent le numéro 1.

(ii) Dans les quatre premieres couches, la somme respective des spheres sur un < coté de tri-
angle > est égale a 1, 2, 4, 8. Il semble que la somme des spheres sur les < cotés de triangle > de
la couche k est égale a 2F1.

(iii) Dans les quatre premieres couches, la somme de toutes les spheres de la couche est égale a
1, 3,9, 27. 1l semble que la somme des spheres de la couche k est égale & 3+~

On utilisera ces propriétés et on les prouvera a la fin.

Pour déterminer la somme des spheres internes, on calcule la somme de toutes les spheres et on
soustrait la somme des spheres externes.
D’apres la propriété (iii), la somme de toutes les spheéres des 13 couches est égale a :

13

30434324+ 3" 432 = B7-0 1(313—1)

3—1 2
(Pour calculer la somme des puissances, on peut utiliser une calculatrice ou utiliser la formule
pour la somme des termes d’une suite géométrique.)
Pour calculer la somme de toutes les spheres externes, on considere une couche particuliere k,
(k > 2). (Dans la 1* couche, la somme des spheres externes est égale a 1.)
Les spheres externes sont situées sur les trois < cotés de triangle > et sur chaque coté, leur somme
est égale & 2! selon la propriété (ii). La somme des spheres externes semble donc étre égale &
3(2F71). Or, chaque sphere & I'extrémité d'un coté a été comptée deux fois. Il faut donc soustraire
3. Dans la couche k, la somme des spheres externes est donc égale & 3(271) —3. (On peut vérifier
que cette expression donne les sommes des spheres externes des quatre premieres couches.)
Donc, la somme de toutes les spheres externes est égale a :

T+(32Y) =3)+(3(2°) —=3) +---+(3(2"®) —3) = 1+3(2"+2°+--- +2") 36

= 3 (%) — 35
= 3(2¥ -2)-35

= 3(2%) —41
Donc, la somme de toutes les spheres internes est égale a :
131 —1) = 3(2") + 41 = 772626

Il reste a démontrer les propriétés précédentes :

(i) Chaque sphere de coin dans la couche k touche a une seule sphere de la couche k — 1, soit
une sphere de coin.
Dongc, le numéro d’une sphere de coin de la couche k est égal au numéro de la sphere de coin
de la couche k — 1.
Puisque les spheres de coin des quatre premieres couches portent le numéro 1, toutes les spheres
de coin portent le numéro 1.
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(ii) On consideére un < coté de triangle > dans la couche k (k > 2), de méme que le coté parallele
dans la couche k + 1.
On considére une sphere numéro x sur le coté de la couche k.
Cette sphere touche a deux spheres sur le coté correspondant de la couche k + 1.
De plus, les spheres du coté de la couche k£ + 1 ne touchent a aucune sphere de la couche k qui
ne sont pas situées sur le coté correspondant.
La sphere que 1'on considere contribue x a la somme des spheres du coté de la couche k. Elle
contribue donc x au nombre sur chacune des deux spheres qu’elle touche sur le coté de la couche
k+ 1.
Donc, cette sphére numéro x dans la couche k contribue 2x a la somme des spheres du coté
correspondant dans la couche k + 1.
Dongc, la somme des spheres sur le coté de la couche k + 1 est égale a deux fois la somme des
spheres sur le coté correspondant de la couche k.
Puisque les sommes des spheres sur les cotés des premieres couches sont des puissances de 2,
cette régularité se poursuit, puisqu’on continue a multiplier par 2.

(iii) On consideére une sphere numéro = dans la couche k.
Cette sphere touche a trois spheres dans la couche k + 1.
Donc, cette sphere contribue = a la somme de la couche k,et 3z a la somme de la couche k + 1
(c.-a-d. @ a chacune de trois spheres).
Donc, la somme des spheres de la couche k + 1 est trois fois la somme des spheres de la couche
k, puisque chaque sphere de la couche k contribue trois fois dans la couche k + 1.
Puisque les sommes des spheres des premieres couches sont des puissances de 3, cette régularité
se poursuit, puisqu’on continue a multiplier par 3.
REPONSE : (E)

25. Soit f(z) = (1—2)*(1+2)°(1—z+22)(1+22)?(1+2+22)°(1+ 2+ 22+ 2%+ 2*)7. On remarque
plusieurs identités algébriques que 1'on peut vérifier en développant et en simplifiant :

1-2° = (1-2)(1+x+2>+2°+2%

1—2° (1—2)(1+z+ 2%

1—2* = (1-2)1+2Y)=10—-2)1 +2)(1+2?)

1+2° = (1+2)(1—x+2%)

1-2° = 1-2°)A+2)=1—-2) 1 +2)1 —2+2H)(1 + 2+ 2?)

Ceci nous permet de regrouper des termes, de facon successive :

‘U421 -z + )1+ 22) A+ 2+ 22)°A + 2 + 2% 4 2° + 21)7

= Q-2 T1+2)’A-—z+2)°Q+22) A +x+2°)°Q-2)1+az+2>+2°+2Y) (1 —2)
= (1-2) 71421 -2+ 2% +2*)41 - 2*)(1 — 2°)/
= (1—2) 71 +2)" 1 -2+ 21+ 2)°(1 4+ 2*)%1 — 251 — 2°)f
eI (14 2)e(1 + 2¥)(1 + 21 — ¥)(1 — 7))
= T+ o) (1 4+ 2%)%(1 — 2*)°(1 + 2B (1 — 2%)7¢(1 — 2%)/
= (1—2)" (14 2)"°(1 — 251 + 221 — 2*)°°(1 — 2°)f

a—e—f—d(1+x)b—c d(
afefffd(l _i_x)bfc (1

(L+2%)(1 = 2)"(1 +2)(L - 2%) (1 = 2")/
— (
a—d—e—f(l + ,T)b_c_d(l . Z’3

4>d< _ x3)efc(1 _ 375)f

z°)*
")
)1 = 21— 2?) (1 - af)°
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Puisque a >d+e+ f, e > cet b > c+d, alors les exposants a —d —e — f,b—c—dete—c
sont des entiers strictement positifs.

Soit A=a—d—e—f,B=b—c—d,C=e—c,D=d, E=fet F=c.
On veut que le développement de

F@) = (1= (1 +2)5(1 = 2%)C (1 = ) (1 = 2%)P(1 — 2%)

ne contienne que les termes 1 — 2z lorsqu’on enleve les termes affectés d’un exposant supérieur
a 6. On utilise les identités

n\n
(L+y)" =1+ny+———

et

(n—1)

n
A=y =1-ny+—F

que l'on peut démontrer en développant ou a l'aide du théoreme du binome.

P (e

Puisque le terme constant de chaque facteur est égal a 1, alors le terme constant de f(z) est égal
a 1, peu importe les valeurs de A, B, C, D, E et F.

On considere les deux premiers facteurs. Seuls ces facteurs ont une influence sur les coefficients de
x et de 22 dans le produit final. En effet, tout terme en x ou en 22, dans le produit final, provient
de ces facteurs qui sont ensuite multipliés par le terme constant 1 de chaque autre facteur.

On considere le produit des deux premiers facteurs, tout en laissant de coté les termes de degré
supérieur a 2 :

= 1-(A-—B)z+ A(A_l)—l—B(B_l)—AB 2% 4

2 2

Ces trois termes sont le terme constant, le terme en z et le terme en 2? du développement
simplifié de f(x).
Puisque f(z) admet un terme —2z et aucun terme en z2, alors

A(A-1) B(B-1)
2 + 2

Cette derniere équation devient A> — A+ B> — B—2AB=0,0u (A— B)>?= A+ B.

Puisque A — B =2, alors A+ B=4,dou2A=(A+B)+ (A— B), ou 24 =6. Donc A =3 et
B=1.

Les deux premiers facteurs de f(z) sont donc (1 — z)3(1 + z).

On remarque que (1—2)*(14+x) = (1-3z+32>—23)(1+z), dou (1—2)3(1+z) = 1 —2x+22% —z*.
Donc f(z) = (1 — 2z + 22 — 2*)(1 — 23)°(1 — 24)P(1 — 2°)F(1 — 25)F.

Or, dans le produit final, il n'y a aucun terme en z3. Puisque le premier facteur contient le
terme <« +222 > et que ce terme paraitrait dans le développement final, puisqu’il sera multiplié
par chacun des termes constants des facteurs suivants, < +222 > doit étre annulé par un terme
<« =223 ». Le seul autre facteur qui pourrait admettre un terme en z® est (1 —23). Pour annuler
le terme < +22% >, le développement de (1—23)¢ doit inclure le terme <« —2x3 > qui sera multiplié
par chacun des termes constants des facteurs suivants pour donner le terme <« —222 > dans le

A—B=2 et —AB =0
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développement final afin d’annuler le terme < +223 .
Pour que (1 — 2%)¢ admette un terme —223, il faut que C' = 2, d’apres (x).
Donc :

flz) = (1—22422° —2")(1—2*)*(1 —2H)P(1 - 2°)F(1 — 25T
= (1 -22+422° —2*) (1 —22° + 251 — 2H)P(1 — 25 F(1 — 25)F
= (1-2z+32"=32%+-)(1 —2")P(1 - 2°)#(1 — 2%)F

Lorsqu’on simplifie & ce stade, on peut laisser de coté tout terme affecté d’un exposant supérieur
a 6, puisqu’ils n'ont aucun effet sur les termes affectés d’un exposant plus petit dans les calculs
qui suivent.

Pour annuler < +3x% >, le facteur (1 — 2%)? doit admettre le terme « —3z* >, d’ott D = 3.
Donc :

fl@) = (1=2z+3" =32+ )(1 —2")’(1 = 2°)"(1 — 2%)"
= (1=2e+430" = 32"+ )(1 =32 - )(1 = 2”) " (1 —2)"
= (1=2z+62° —32°+---)(1 —2”)P(1 = 2%)"

Pour annuler <« +62° >, le facteur (1 — 2°)¥ doit admettre le terme « —62° >, d’ott E = 6.
Donc :

fz) = (1—224+62° —32°+---)(1 — )( —zHF
= (1—2c+62°—32%+---)(1— (1 = 2%
= (1-22+92°+-- )(1—3;6)1““

Pour annuler < +925 >, le facteur (1 — %) doit admettre le terme <« —92% >, d’ou F = 9.

Onadonc A=3,B=1,C=2, D=3, FE=6et FF=09.

Puisque D =d, E= fet F=c,alorsc=9, f=06et d=3.

Puisque C =e—¢, C =2et ¢ =9, alors e = 11.

Puisque A=a—d—e—f,d=3,e=11, f=6et A=3,alorsa=3+3+11+6, ou a = 23.
REPONSE : (E)
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1. Ona:343=3+27=30

REPONSE : (D)

2. Puisque 3 x24+8=V +5,alorsV=64+8—-5=09.
REPONSE : (E)

3. Puisque ZTQR = 125°, alors ZTQP = 180°—ZTQR, d’ou LTQP = 180°—125°, ou LTQP = 55°.
Puisque la somme de la mesure des angles d'un triangle est égale a 180°, alors :

LPSQ =180° — LSPQ — ZSQP = 180° — 30° — 55° = 95°

Puisque les angles T'SU et PSQ sont opposés par le sommet, alors Z/TSU = ZPSQ, ou
ZTSU = 95°. Donc x = 95.
REPONSE : (C)

4. Puisque w =4, r =9 et z = 25, alors :
w+ T 22+ 32_2+3_10+9_19
T c Ve Ve T3 5 15715 15

1
5. Puisque a™'=— alors1-4(3—-1)"'=1-4(2)"'=1-4(3)=1-2=—-1.
a
REPONSE : (A)

REPONSE : (B)

6. Au départ, les 64 cubes formaient une structure composée de 4 couches horizontales de 16 petits
cubes. Si on examine la couche du dessous, on s’apercoit qu’il y a 6 cubes qui qui n’ont aucun
cube au-dessus. Il manque donc 3 cubes au-dessus de chacun de ces 6 cubes. Il ne manque aucun
autre cube.

Le nombre de cubes manquants est égal a 6(3), ou 18. Le nombre de petits cubes qui restent

dans la structure est donc égal a 64 — 18, ou 46. )
REPONSE : (A)

7. Solution 1
Puisque v/n? + n2? + n? + n?2 = 64, alors V4n? = 64, d’oll 2n = 64, puisque n > 0.
Donc n = 32.

Solution 2

Puisque vn2 + n? + n2 + n? = 64, alors v/4n2 = 64.
Donc 4n? = 642, ou 4n? = 4096, d’ott n? = 1024.
Puisque n > 0, alors n = v/1024, ou n = 32.

REPONSE : (D)

8.  Pour maximiser le nombre de chansons qu’elle peut jouer en 3 heures, Gabrielle devrait utiliser
autant de chansons courtes que possible. (En remplagant une chanson longue par une chanson
courte, elle diminue le temps utilisé.)

Si Gabrielle utilise toutes les 50 chansons courtes de sa collection, elle utilisera 150 minutes.
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10.

I1 lui reste 30 minutes (180 — 150 = 30). Elle peut donc jouer 6 chansons longues (30 + 5 = 6)
qui ont chacune une durée de 5 minutes.

En tout, elle peut jouer un maximum de 56 chansons (50 + 6 = 56). RE ©
EPONSE :

Il y a quatre & dans chacune des trois premieres colonnes. Il faut donc déplacer un # de chacune
de ces colonnes pour que chacune ne contienne que trois #.

Il faut donc déplacer au moins trois # en tout.

Si on déplace le # du coin supérieur gauche au coin inférieur droit,

LA
L L

> > >>

)
)
L LAK
Ll o

le & de la quatrieme rangée, troisieme colonne a la cinquieme rangée, quatrieme colonne

LAk
Lol L

> >>>

)
)
L) L
LILIE.

et le & de la deuxieme rangée, deuxieme colonne a la troisieme rangée, cinquieme colonne,

LIKIE.
L Ll L
LAK.) Lo
LIK) L
LILIE.

on obtient trois # dans chaque rangée et chaque colonne.
Puisqu’il faut déplacer au moins trois @ et que 'on peut réussir en déplacant trois #, alors le
nombre de # qu’il faut déplacer est bien 3.
(D’autres combinaisons de trois déplacements sont possibles.)
REPONSE : (C)

Au départ, le bas de I’échelle de 25 m est a 7 m du mur.
Soit h m la hauteur initiale du haut de 1’échelle.
D’apres le théoreme de Pythagore, h? 4 72 = 252, ou h? + 49 = 625.
Donc h? = 625 — 49, ou h? = 576. Donc h = /576, ou h = 24, puisque h > 0.
Lorsque le haut de I’échelle a glissé vers le bas sur une distance de 4 m, il se trouve a 20 m
au-dessus du sol (24 — 4 = 20).
Soit d m la nouvelle distance du bas de ’échelle jusqu’au mur.
D’apres le théoreme de Pythagore, 202 + d? = 252, d’on1 d? = 252 — 202, ou d? = 225.
Puisque d > 0, alors d = 15.
Le bas de I'échelle a donc été déplacé sur une distance de 8 m (15 — 7 = 8).
REPONSE : (E)
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11.

12.

13.

14.

15.

Puisque le résultat doit étre vrai pour n’importe quelles valeurs strictement positives de m et de
n telles que m < n, on choisit m =1 et n = 2.

1 4
Onobtient@:—et m+3:_.
n 2 n -+ 3 5

m+ 3

m . , . ,
n > — et les autres choix de réponse ne conviennent pas. Donc, la réponse
n n

Dans ce cas, on a

doit étre (D).
(On aurait pu le démontrer de fagon algébrique en partant de m < n, d’ou 3m < 3n, puis

3
mn + 3m < mn + 3n, puis m(n + 3) < n(m + 3), puis =< mi—3 )
non

REPONSE : (D)

De 5000 a 6000, tous les nombres, a I’exception de 6000, ont un chiffre des milliers égal a 5.

On remarque que pour le nombre 6000, le chiffre des milliers n’est pas égal a la somme des trois

autres chiffres.

On cherche donc des entiers de la forme 5xyz de maniere que z +y + z = 5.

Les choix possibles des trois chiffres x, y et z sont : 5,0,0;4,1,0;3,2,0;3,1,1;2, 2 1.

Chaque choix de trois chiffres différents (par exemple, 4, 1, 0) nous donne 6 arrangements : 410,

401, 140, 104, 041, 014.

Chaque choix de trois chiffres dont deuz sont identiques (par exemple, 5, 0, 0) nous donne 3

arrangements : 500, 050, 005.

Donc, le choix 5, 0, 0, le choix 3, 1, 1 et le choix 2, 2, 1 forment 3 entiers chacun, tandis que le

choix 4, 1, 0 et le choix 3, 2, 0 forment 6 entiers chacun.

Dong, le nombre d’entiers qui vérifient la condition donnée est égal a 3(3) + 2(6), ou 21.
REPONSE : (C)

Puisque = est un entier, alors x + 1 est un entier.

Puisque 1 doit étre un entier, alors x + 1 doit étre un diviseur de —6.

x
Il y a donc 8 valeurs possibles de x + 1, soit —6, —3, —2, —1, 1, 2, 3 et 6.
Il y a donc 8 valeurs possibles de x, soit —7, —4, —3, —2, 0, 1, 2 et 5.

REPONSE : (A)

Puisque les trois entiers sur n’importe quelle ligne droite ont un produit de 3240 et qu’ils incluent
45, les deux autres entiers sur chaque droite doivent donc avoir un produit de %, ou 72.

Les paires d’entiers possibles sont 1 et 72, 2 et 36, 3 et 24, 4 et 18, 6 et 12, ainsi que 8 et 9.
Ces paires d’entiers ont pour sommes respectives 73, 38, 27, 22, 18 et 17.

Pour maximiser la somme des huit nombres qui entourent 45, on choisit les paires qui ont les
plus grandes sommes. On choisit donc les quatre premieres paires.

Donc, la plus grande somme possible des huit nombres qui entourent 45 est égale a 73+38+27422,
ou 160.

REPONSE : (E)

Supposons que 1’école Desloges compte 1000 éleves.

Lundi, 100 éleves étaient donc absents et 900 éleves étaient présents.

Mardi, 10% des 900 éleves qui étaient présents lundi, soit 90 éleves (0,1(900) = 90), étaient
absents. Les autres 810 éleves (900 — 90 = 810) qui étaient présents lundi sont présents mardi.
De méme, 10 % des 100 éléves qui étaient absents lundi, soit 10 éleves (0,1(100) = 10), étaient
présents mardi. Les autres 90 éleves (100 — 10 = 90) qui étaient absents lundi sont toujours
absents mardi.
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16.

17.

18.

Donc, 820 éleves (810 + 10 = 820) étaient présents mardi. Donc, %, ou %, ou 82 % des éleves
de I’école étaient présents mardi.
REPONSE : (B)

On nomme les six dés comme suit :

P
Q| R
S| T| U

/

La somme maximale des numéros sur les 21 faces exposées se produit lorsque I'on maximise la
somme des numéros sur les faces exposées de chaque dé.

Le dé P a 5 faces exposées. La somme des numéros sur ses faces exposées est maximisée lorsque
la face 1 est cachée. La somme est égale a 2+ 3+ 4+ 5+ 6, ou 20.

Les dés Q et S ont chacun 3 faces exposées. Deux de ces faces sont opposées et leurs numéros
ont donc une somme de 7. Pour maximiser la somme des numéros sur les faces exposées de ces
dés, on place les dés de maniére que le numéro sur la face exposée non appariée soit un 6. (Ce
numéro paraitra du coté gauche de la pile.) La somme des numéros sur les faces exposées de
chacun de ces dés est égale a 6 4+ 7, ou 13.

Les dés R et U ont chacun 4 faces exposées. Deux de ces faces sont opposées et leurs numéros
ont donc une somme de 7. Pour maximiser la somme des numéros sur les faces exposées de ces
dés, on place les dés de maniere que les numéros sur les faces non appariées soient un 5 et un
6 (sur le dessus et du c6té droit de la pile). La somme des numéros sur les faces exposées de
chacun de ces dés est égale a 546 + 7, ou 18.

Le dé T a 2 faces exposées et ces faces sont opposées I'une a 'autre. Les numéros sur ces faces
exposées ont donc une somme de 7.

Donc, la somme maximale des numéros sur les 21 faces exposées de ces dés est égale a
204+ 13+ 13+ 18+ 18 + 7, ou 89.

REPONSE : (C)

Soit r le rayon de la région ombrée.

La longueur du demi-cercle est égale a la moitié de la circonférence du cercle correspondant, soit
2(27r), ou 7.

Donc, le périmetre de la région est égal a mr + 2r. 20
T+2
L’aire de la région ombrée est égale la moitié de I'aire du cercle correspondant de méme rayon.

Puisque la région a un périmetre de 20, alors 7r + 2r = 20, ou (7 + 2) = 20, ou r =

20 \?

Elle est donc égale a %ﬂ' (?> , ou environ 23,768. Parmi les choix de réponse, le nombre
70

23,8 est la meilleure approximation de cette aire. )

REPONSE : (B)

Soit d km la longueur de sa route.

Puisque Hana arrive 1 minute en avance lorsqu’elle conduit & 75 km/h et 1 minute en retard
lorsqu’elle conduit & 70 km/h, il y a une différence de 2 minutes, ou % d’heure entre ces deux
temps.
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19.

20.

21.

. d
A une vitesse de 75 km/h, elle met - heures pour faire le trajet, tandis qu’a 70 km/h, elle met

— heures pour le faire. Donc :

70
da_d _ 1
70 75 30

75(70)

75d — 70d = ——2

30

5d = 25(7)
d = 35

Le chemin suivi a une longueur de 35 km.
REPONSE : (B)

Puisque 2% = 15 et 15Y = 32, alors (2%)Y = 32, ou 2% = 32.
Puisque 2° = 32, alors zy = b.
REPONSE : (A)

Puisque le cercle a un rayon de 1, son aire est égale & (1?), ou 7.

Puisque le carré et le cercle ont la méme aire, le carré a des cotés de longueur /7.

Soit M le milieu du segment de droite PQ).

Puisque PQ est une corde du cercle, alors OM est perpendiculaire au segment PQ.

Puisque OM est perpendiculaire a P(Q) et que O est le centre du carré, alors la longueur de OM
est la moitié de la longueur des cotés du carré. Donc OM = %ﬁ

D’apres le théoréme de Pythagore dans le triangle OPM, PM? = OP? — OM?, dou
PM2 =12 — (L/m)° ou PM?> =1 ir.

Puisque PQ = 2PM, alors PQ =2,/1 — 71777 ou PQ = /4(1 — i?‘[‘), ou PQ =4 —.

REPONSE : (A)

Solution 1

Puisqu’on cherche le nombre maximum de personnes, on examine si le choix de réponse le plus
grand, soit 80, pourrait étre le bon.

Est-il possible que 80 personnes aient mangé du gateau et de la creme glacée?

Si c¢’est possible, alors au moins 80 personnes ont mangé du gateau et au moins 120 personnes
(3(80) = 120) ont mangé de la créme glacée. (Il peut y avoir des gens qui ont été comptés deux
fois.)

Est-ce possible ?

Oui c’est possible si exactement 120 personnes ont mangé de la creme glacée et exactement 80
personnes ont mangé du gateau et si ces 80 personnes ont également mangé de la créeme glacée.
Donc, il est possible qui 80 personnes aient mangé du gateau et de la creme glacée. Donc, la
réponse doit étre (D).

Solution 2

Soit x le nombre de personnes qui ont mangé du gateau seulement, y le nombre de personnes qui
ont mangé de la creme glacée, d le nombre de personnes qui ont mangé les deux et r le nombre
de personnes qui n’ont rien mangé.

On sait que z +y +d+r =120. Donc x +y +d = 120 — r.

On sait que le nombre total de personnes qui ont mangé du gateau est égal a x + d et que le
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22.

nombre total de personnes qui ont mangé de la creme glacée est égal a y + d. Donc i j_ 7= 5
x

d'ot 2(y +d) = 3(z +d), ou 2y =3z + d, ou y = 3z + 3d.
Doncx—i—%x—i—%d—i—d: 120 — r, ou gx+%d: 120 —r.
On multiplie chaque membre par 2 pour obtenir 5z + 3d = 240 — 2r.
Puisque z, d et n sont non négatifs, alors le membre de gauche est inférieur ou égal a 240. Donc,
d doit étre inférieur ou égal & §(240), ou 80. Il y a égalité lorsque y = r = 0.
On a vu, dans la Solution 1, que d = 80 est possible.
REPONSE : (D)

On prolonge le segment QR pour qu’il coupe 1’axe des abscisses au point U(6,0).
y

P(0,6) Q(6.6)

R6,2) S12,2)

0(0,0) u T(12,0)

L’aire de la figure OPQRST est égale a la somme de I'aire du carré OPQU (qui a des cotés de
longueur 6 et qui a donc une aire de 36) et de l'aire du rectangle RSTU (qui a une base de 6 et
une hauteur de 2 et qui a donc une aire de 12).

La figure OPQRST a donc une aire de 48. Si on coupe cette figure en trois parties ayant une
méme aire, cette aire doit donc étre égale a 16.

Soit V' le premier point sur le contour (en partant de P et en allant vers la droite) de maniére
que la droite qui passe aux points O et V' coupe la figure de maniere a produire un morceau avec
une aire de 16.

Puisque l'aire du triangle O PQ est la moitié de 'aire du carré OPQU, elle est égale a 18. Donc,
V est situé a la gauche de @) sur le segment PQ).

Donc, V' a pour coordonnées (v, 6), v étant un nombre quelconque.

y
P(0,6) ,V Q6.6)
,’/ R(6,2) S12,2)
! X
0(0,0) U T(12,0)

On considere le triangle OPV. Sa base OP a une longueur de 6 et sa hauteur PV a pour

longueur v.

Puisque le triangle OPV a une aire de 16, alors %(6)(2}) = 16, d’ott 3v = 16, ou v = %.
9

6
Le segment OV a donc une pente de 45, ou .

Soit W le deuxiéme point sur le contoflr qui coupe la figure de maniere a produire un morceau
avec une aire de 16.

Puisque D'aire du triangle OT'S est égale & 1(OT)(T'S), ou 3(12)(2), ou 12 (ce qui est moins de
5 de l'aire totale) et que l'aire du trapeze ORST est égale & (RS + OT)(ST), ou 3(6 +12)(2),
ou 18 (ce qui est plus que % de Paire totale), alors le point W est situé sur le segment RS.
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23.

24.

P(0,6) N Q60

SO RLW S122)

/ L —

0O(0,0) u T(12,0)

Soit (w,2) les coordonnées de W, w étant un nombre quelconque.
On veut que le trapeze W.STO ait une aire de 16. Donc :

T(WS+0T1)(ST) = 16

T(12—w+12)(2) = 16
24 —w = 16
w = 8

1

Dong, le point W a pour coordonnées (8,2) et le segment OW a donc une pente de %, ou

La somme des deux pentes est égale a % + i, ou 18—1.

REPONSE : (E)

On additionne la deuxieme et la troisieme équation, membre par membre pour obtenir :

ac+bd+ad+bc = 77
ac+ad+bc+bd = 77
alc+d)+blc+d) = 77
(a+b)(c+d) = 77

Puisque chacun des nombres a, b, ¢ et d est un entier strictement positif, alors a + b et ¢+ d sont
des entiers positifs et chacun est au moins égal a 2.

Puisque le produit de a + b et de ¢+ d est égal & 77 =7 x 11 (7 et 11 étant premiers), alors un
facteur doit étre égal a 7 et l'autre doit étre égal a 11.
Donca+b+c+d=7+11,oua+b+c+d=18.

(I1 est possible de démontrer que (a,b, ¢, d) = (5,2,4,7) est une solution du systeme.)

REPONSE : (D)

Les trois machines fonctionnent de maniere que si les deux nombres de la sortie ont un diviseur
commun supérieur a 1, alors les deux nombres de l’entrée doivent avoir un diviseur commun
supérieur a 1.

Pour le vérifier, on considere chaque machine séparément. On utilise le fait que si deux nombres
sont des multiples de d, alors leur somme et leur différence sont aussi des multiples de d.
Supposons que (m,n) est une entrée de la machine A. La sortie est donc (n,m). Si n et m ont
un diviseur commun supérieur a 1, alors m et n en ont un aussi.

Supposons que (m,n) est une entrée de la machine B. La sortie est donc (m + 3n,n). Si m + 3n
et n ont un diviseur commun d, alors d est un diviseur de (m + 3n) —n —n — n, c’est-a-dire de
m, puisque chaque terme de la soustraction est un multiple de d. Donc, m et n ont un diviseur
commun d.

Supposons que (m,n) est une entrée de la machine C. La sortie est donc (m — 2n,n). Si m — 2n
et n ont un diviseur commun d, alors d est un diviseur de (m — 2n) + n + n, c’est-a-dire de m,
puisque chaque terme de ’addition est un multiple de d. Donc, m et n ont un diviseur commun d.
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Dans chaque cas, tout diviseur commun des nombres de l'entrée est un diviseur commun des
nombres de la sortie.

On examine les nombres qui paraissent dans les choix de réponse. On écrit les six nombres
en factorisation premiere :

2009 = 7(287) = 7(7)(41)

1016 = 8(127) = 2(2)(2)(127)

1004 = 4(251) = 2(2)(251)

1002 = 2(501) = 2(3)(167)

1008 = 8(126) = 8(3)(42) = 16(3)(3)(7) = 2(2)(2)(2)(3)(3)(7)
1032 = 8(129) = 8(3)(43) = 2(2)(2)(3)(43)

Parmi les nombres 1002, 1004, 1008, 1016 et 1032, seul le nombre 1008 a un diviseur commun
avec 2009, soit 7.

Puisque 2009 et 1008 ont un diviseur commun 7, alors quelle que soit ’entrée qui a produit la
sortie (2009, 1008), 7 doit étre un diviseur commun des deux nombres de Ientrée. Il en est de
meéme des deux nombres qui servent d’entrée a n’importe quelle étape, peu importe les machines
utilisées.

Donc, (2009, 1008) ne peut provenir du couple initial (0, 1).

Remarques

e Cet argument ne nous dit pas que les autres couples peuvent étre le résultat du couple
initial (0, 1). Il démontre seulement que (2009, 1008) ne peut provenir de ce couple initial.

e Il est possible, avec un certain effort, de partir du couple initial (0, 1) pour obtenir chacun
des autres couples. (Le processus est plus facile a suivre qu’a décrire!)
On remarque d’abord que si la sortie de la machine A est (a,b), alors I'entrée était (b, a),
puisque la machine A intervertit I'ordre des nombres du couple.
De plus, si la sortie de la machine B est (a, b), alors son entrée était (a — 3b,b), puisque la
machine B ajoute trois fois le deuxieme nombre au premier.
Enfin si la sortie de la machine C est (a,b), alors son entrée était (a + 2b,b), puisque la
machine C soustrait deux fois le deuxiéme nombre du premier.
On considere le couple (2009, 1016). On cherche une suite d’opérations qui nous permettent
de reculer de (2009, 1016) a (0,1). On cherche n’importe quelle suite qui fonctionne plutot
qu’une suite particuliere.

Avant de procéder, on remarque que si le couple (m,n) est utilisé comme entrée dans
la machine B et que la sortie est utilisée comme entrée dans la machine C, on a pour sortie
((m+3n)—2n,n), ou (m+n,n). Donc, si I'utilisation de la machine B suivie de la machine
C (on dira « machine BC ») donne une sortie (a, b), I'entrée devait étre (a—b, b). On utilisera
cette combinaison pour travailler a rebours et en arriver a (0, 1). Cela simplifiera les choses
et évitera les nombres négatifs.

On utilise un tableau et notre stratégie, a chaque étape, est d’obtenir des nombres de plus
en plus petits :
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Sortie Machine Entrée
(2009, 1016) BC (993,1016)
(993,1016) A (1016, 993)
(1016, 993) BC (23,993)
(23,993) A (993, 23)
(993, 23) BC, 43 fois (4,23)
(4,23) A (23,4)
(23,4) BC, 5 fois (3,4)
(3,4) A (4,3)
(4,3) BC (1,3)
(1,3) A (3,1)
(3,1) B (0,1)

En procédant a rebours dans ce tableau, on voit comment on peut commencer par le couple
(0,1) pour en arriver au couple (2009, 1016).

De fagon semblable, il est possible d’en arriver a chacun des couples (2009, 1004), (2009, 1002)
et (2009, 1032).

REPONSE : (D)

25. Soit A, B et C les points ou les cercles sont tangents au plan.
Chaque cercle est contenu dans un plan. Ce plan coupe le plan initial le long d’'une droite qui
passe a un des points A, B et C' et il est tangent au cercle a ce point.
Soit D, E et F les points d’intersection de ces trois droites, A étant sur DE, B étant sur E'F et
C étant sur F'D.
Par symétrie, DE = EF = F'D. De plus, A, B et C sont les milieux de ces segments. (De fagon
plus formelle, on peut tirer ces conclusions puisque la configuration n’est pas changée lorsqu’on
lui fait subir une rotation de 120° ou des réflexions par rapport aux plans verticaux qui passent
par T' et chacun des points D, E et F'.)
Donc, le triangle DEF est équilatéral. Soit O le centre de son cercle inscrit. O est donc le point
d’intersection des bissectrices du triangle DFEF. Puisque ce triangle est équilatéral, ses bissec-
trices sont aussi ses médianes, ses médiatrices et ses hauteurs.
Soit GG le point de contact des cercles contenant C' et A, H le point de contact des cercles
contenant A et B et J le point de contact des cercles contenant B et C'. Par symétrie, on a
GH = HJ = JG. On cherche le rayon du cercle qui passe par les points G, H et J.
On trace les droites DG, FH et FJ. Ces droites sont tangentes aux cercles initiaux aux points
respectifs GG, H et J. Elles sont aussi concourantes. Soit 1" leur point d’intersection. T" est direc-
tement au-dessus du point O. (Ces conclusions proviennent aussi de la symétrie par rotation et
par réflexion.) Le tétraedre TDEF a pour base le triangle équilatéral DEF et ses faces sont des
triangles congruents.

On considere le triangle DET qui est une face latérale du tétraedre. Le cercle initial (de rayon
10) qui contient A est tangent aux trois cotés du triangle DET aux points de contact A, G et H.
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D = E

De plus, le triangle DET est incliné a un angle de 45° par rapport au plan horizontal.

Puisque A est le milieu de DFE, alors OA est perpendiculaire & DE. De plus, T A est perpendi-
culaire a DF.

Puisque le triangle DET est incliné a un angle de 45° par rapport a I’horizontale, alors
LTAO = 45°.

Le triangle TAO est rectangle en O (puisque T est directement au-dessus de O). Donc puisque
/TAO = 45°, le triangle TAO est un triangle remarquable 45°-45°-90°. Donc TA = /2AO.

On se penche maintenant sur les dimensions du triangle DEF'.

Soit DE = 2x. Donc, DA = AE = x et le triangle DEF est équilatéral avec des cotés de
longueur 2x.

O

30°
X A X E

DO est la bissectrice de 'angle EDF'. Donc ZODA = 30° et OA est perpendiculaire a DFE. Le

triangle DOA est donc un triangle remarquable 30°-60°-90°. Donc OA = \%DA, ou OA = \/Lgx,
_ 2 _ 2

et OD = 7§DA, ou OD = 5

Puisque TA = \/§AO, alors TA = %x

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle TAD, TD = +TA?>+ DA% dou

TD = /x> + %:c?, ouTD = %x, puisque = > 0.

Ainsi dans le triangle DET, on a DE =2z, DA = AE =2, TD = %x ot TA = %x

Soit R le centre du cercle inscrit dans le triangle DET. (Par symétrie, R est situé sur T'A.)
On trace le segment RG. Puisque RG est un rayon du cercle, alors RG = 10 et RG est perpen-
diculaire a DT

On trace le segment GH. Soit S le point d’'intersection de GH et de T'A. Par symétrie, GH est
perpendiculaire a T A.




Solutions du concours Fermat 2009 Page 12

Les triangles TSG, TGR et TAD sont semblables, puisqu’ils sont rectangles et qu’ils ont un
angle commun en 7.

On cherche la longueur SG.
SG AD

Puisque les triangles T'SG et TAD sont semblables, TG TD = %a:’ d’ou SG = %TG.
V3
TG TA o
. . . 3 N _ 2

Puisque l\efs triangles TGR et T AD sont semblables, CR-AD - 1 dou TG = \/EGR, ou

_ 2
TG = 107§.

_ 3 V2 —10Y2 _

Donc SG = % (1075>, ou SG = 1075, ou SG = 2V/10.

On considere le triangle GHJ. 1l est équilatéral. S est le milieu de GH et SG = 24/10. Soit
L le centre du cercle inscrit dans ce triangle.

G S H

L est aussi le centre du cercle qui passe par les points G, H et J. En effet, LG = LJ = LH et

LG est donc le rayon de ce cercle.

Puisque OD = %AD, alors LG = \%SG, car les triangles DEF et GHJ sont équilatéraux et

les rapports OD : AD et LG : SG sont égaux. Donc LG = %;TO, ou LG = % 30, ce qui est le

rayon du cercle.

Puisque %\/% ~ 7,303, le choix de réponse 7,3, est la meilleure approximation du rayon.
REPONSE : (C)
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12422432442 14449+16 30
1. Ona: = = — =35
1x2x%x3 6 6

REPONSE : (D)

2. Solution 1
Ona:6(2+2)=6(3)+6(3)=9+4=13

Solution 2
On simplifie d’abord le contenu entre parentheses : 6 (% + %) =6 (% + %) =6 (1763) =13
REPONSE : (A)

3. Puisque 14+2+3+4+5+x =21+ 22+ 23+ 24 + 25, alors :

r=21-14+22—-2423-3+24—-4+25-5=>5(20) =100
REPONSE : (C)

4. Puisque le camion vide pese 9600 kg et que le camion chargé pese 38 000 kg, le poids total des
40 caisses est de (38000 — 9600) kg, ou 28400 kg.
Puisque 40 caisses identiques pesent 28 400 kg, chacune pese 28 400 kg =40, ou 710 kg.
REPONSE: (E)

5.  Puisque 7 = 2, alors /= = 9, car le nombre par lequel il faut diviser 18 pour obtenir 2 est 9.
x
Puisque /z = 9, alors = 92, ou z = 81.
REPONSE : (A)

6. Puisque RQ = RS, alors ZRSQ = ZRQS.
Dans le triangle QRS, ZRQS + ZQRS + ZRS(Q = 180°, ou 2(LRQS) + 60° = 180°.
Donc ZRQS = 1(180° — 60°), ou ZRQS = 60°.
Puisque PQ = PS, alors ZPSQ = ZPQS.
Dans le triangle QPS, ZPQS + ZQPS + ZPSQ = 180°, ou 2(£LPQS) + 30° = 180°.
Donc ZPQS = %(180O —30°), ou ZLPQS = 75°.
Donc ZPQR = ZPQS — ZRQS, d'ou ZPQR = 75° — 60°, ou ZPQR = 15°.
REPONSE: (E)

7. Solution 1
Puisque p est impair et que ¢ est pair, alors 3p est impair (il est le produit de deux nombres
impairs) et 2¢ est pair (il est le produit de deux nombres pairs).
Donc 3p + 2q est impair (il est la somme d’un nombre impair et d’'un nombre pair).
(Puisqu’on a trouvé une réponse, il n’est pas nécessaire de vérifier les autres choix. On pourrait
cependant vérifier que les autres choix sont pairs.)

Solution 2
On peut choisir des valeurs particulieres de p et de ¢, puisque le probleme implique que le résultat
est vrai peu importe les valeurs choisies de p et de q.
On vérifie les cing choix de réponse avec p = 1 et ¢ = 2 (p est impair et ¢ est pair).
Ona2p+3¢=8,3p+2¢=7,4p+q=06,2(p+ 3q) = 14 et pg = 2.
Le seul choix impair est 3p + 2q.

REPONSE : (B)
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8.

10.

Solution 1

L’énoncé du probleme laisse entendre que la valeur de a + b+ ¢+ d + e + f est la méme, peu
importe les nombres abc et def choisis qui vérifient les conditions données.

Voici un exemple qui vérifie les conditions données : 889 + 111 = 1000
Onaalorsa+b+c+d+e+ f=8+8+9+1+1+1= 28, ce qui doit étre la valeur constante.

Solution 2
On considere ’addition, colonne par colonne, en commencant par la colonne des unités.
Puisque ¢ + f se termine par un 0, alors ¢+ f = 0 ou ¢+ f = 10. (I’expression ¢ + f ne peut
avoir une valeur supérieure ou égale a 20, puisque ¢ et f prennent des valeurs de 1 & 9.)
Puisqu’aucun chiffre n’est égal a 0, on ne peut avoir ¢+ f = 04 0. Donc ¢+ f = 10. (Il y a donc
une retenue de 1 dans la 2° colonne.)
Puisque le chiffre des dizaines de la somme est égal a 0 et qu’il y a une retenue de 1, alors b+ e
se termine par un 9. On a donc b+e = 9. (Puisque b et e sont des chiffres, b+ e ne peut prendre
une valeur de 19 ou plus.)
Dans la colonne des dizaines, on a b + e = 9 plus la retenue de 1, ce qui donne le chiffre 0 dans
la somme, ainsi qu’'une retenue de 1 dans la colonne des centaines.
On utilise un argument semblable pour conclure que a + d = 9.
Donc,a+b+c+d+e+f=(a+d) +(b+e)+(c+f)=9+9+10=28.

REPONSE : (D)

Solution 1

Puisque 1 équivaut a 20%, alors Beshmi un total de 20% + 42%, ou 62% de ses économies
dans les compagnies X et Y. Elle place donc 100 % — 62 %, ou 38 % de ses économies dans la
compagnie Z.

Puisque 42 % de ses économies correspond a 10500 $, alors 38 % devrait correspondre & un peu
moins, soit 9500 $.

Solution 2
Puisque £ équivaut & 20 %, alors Beshmi un total de 20 % + 42 %, ou 62 % de ses économies
dans les compagnies X et Y. Elle place donc 100 % — 62 %, ou 38 % de ses économies dans la
compagnie Z.

Puisque 42 % de ses économies correspond a 10500 $, alors 1% correspond a 10500 $ =42, soit
250 $. Donc, 38 % correspond a 38 x 1%, soit 38 x 250 $, ou 9500 $. Elle place donc 9500 $ dans
la compagnie Z.

REPONSE : (D)

Le sommet inférieur gauche du triangle a pour coordonnées (0, 0), puisque la droite d’équation

y = x (celle qui a une pente positive) passe par 'origine.

Le sommet inférieur droit du triangle est le point ou la droite d’équation y = —2x + 3 coupe

I’axe des abscisses. On pose y = 0 pour obtenir —2z +3 =0, ou xz = % Ce sommet a donc pour

coordonnées (%,O).

Le sommet supérieur du triangle est le point d’intersection des deux droites. On l'obtient en

comparant les y des deux équations. On obtient x* = —2x + 3, d’'ou 3z = 3, ou x = 1.

Ce sommet a donc pour coordonnées (1,1).

Le triangle a donc une base horizontale de % et une hauteur correspondante de 1 (I’'ordonnée du

sommet supérieur).

L’aire du triangle est donc égale & 1 (2) (1), ou 2.
REPONSE : (A)
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11.

12.

13.

14.

15.

1 1 3 3
Puisque — =2, ona x = % et ’équation — + — = 3 devient 24+ — = 3, ou — = 1. Donc y = 3.
Z r Yy Y Y
Doncx+y:%+3, oux+y:%.

REPONSE : (D)

Puisque Siobhan a une moyenne de 66 sur ses sept épreuves, la somme des sept notes est égale
a7 x 66, ou 462.
On a donc 69 +53+69+ 71 4+ 78+ +y =462, d’'ou 340 + x + y = 462, ou x + y = 122.
Puisque la valeur de x + y est constante, la valeur de x est un minimum lorsque celle de y est
un maximum. Donc y = 100.
La plus petite valeur possible de x est donc 122 — 100, ou 22.

REPONSE : (A)

Puisque P et () sont les centres de deux cercles tangents, le segment P() passe par le point
de contact de ces cercles. Donc, la longueur PQ) est la somme des rayons de ces cercles. Donc
PQ =3+2,0u PQ = 5.

De méme, PR=3+1et QR =2+ 1, c’est-a-dire que PR =4 et QR = 3.

Le triangle PQR a des cotés de longueurs 3, 4 et 5. Il est rectangle, puisque 32 4 42 = 52,
Puisque les cotés de longueurs 3 et 4 sont perpendiculaires, 'aire du triangle PQR est égale a
1(3)(4), ou 6.

2
REPONSE : (B)

Le cercle de diametre X Z a un rayon de 6, puisque X Z = 12. Son aire est égale a 7(6%), ou 367.
Le cercle de diametre ZY a un rayon de 4, puisque ZY = 8. Son aire est égale & m(4?), ou 167.
Donc, l'aire de la région non ombrée est égale a 36w + 167, ou H27.
Puisque XZY est un segment de droite, alors XY = XZ+ 7Y, dou XY = 12+8, ou XY = 20.
Le cercle de diametre XY a donc un rayon de 10. Son aire est égale a 7(10%), ou 1007.
L’aire de la région ombrée est égale a celle du cercle de diametre XY moins l'aire de la région
non ombrée, soit 100 — 527, ou 48m.
Donc, le rapport de I'aire de la région ombrée a I'aire de la région non ombrée est égal a 487 : 527,
soit 48 : 52, ou 12 : 13.

REPONSE : (B)

Puisque Brigitte parcourt le 2° tour de piste a % de la vitesse d’Alice, elle met % du temps de
celle-ci pour faire le tour, soit 19—0(72) secondes, ou 80 secondes.
(Si la piste a une longueur de d et si la vitesse d’Alice est de v, le temps qu’Alice met pour faire

d
un tour de piste est égal a t = —; pour faire le 2° tour de piste, le temps que Brigitte met est

v

, . d . 10d 10

égal a 5—, soit ——, ou —t.)
i 9 v 9

De méme, pour faire le 3° tour, Cécile met %(80) secondes, ou 60 secondes. Pour faire le 4° tour,
Diane met 2(60) secondes, ou 50 secondes.
Pour la course au complet, elles ont mis 72 + 80 4+ 60 + 50 secondes, soit 262 secondes, ou 4
minutes et 22 secondes.

REPONSE : (B)
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16.

17.

18.

19.

On nomme les points R et .S comme dans la figure.

p
Q
]
O R S

Puisque chaque petit carré a des cotés de longueur 2, alors OR = RP = 2(2), ou OR = RP = 4.
De plus, ZORP = 90°.
Puisque le triangle ORP est isocele et rectangle, ZROP = 45°.
Dans le triangle OSQ, on a QS =2, OS = 3(2), ou OS = 6, et ZOSQ = 90°.
Donc tan(ZQOS) = 2 = 3, d'ou ZQOS ~ 18,43°.
Donc ZPOQ = ZPOR — ZQOS, d’ou ZPOQ =~ 45° — 18,43°, ou ZPOQ = 26,57°. Au dixieme
de degré pres, ZPOQ = 26,6°.
REPONSE : (C)

Soit x et 4+ 1 les deux entiers, puisqu’ils sont consécutifs.

Donc (z + 1)? — 22 = 199, c’est-a-dire (2% + 2z + 1) — 2% = 199, d’ott 2z + 1 = 199, ou = = 99.

Donc, les deux entiers sont 99 et 100.

La somme des carrés de ces nombres est égale a 992 + 1002, ou 9801 + 10 000, ou 19 801.
REPONSE : (A)

Puisque chaque terme, apres le premier, est obtenu en ajoutant une méme constante au terme
précédent, la différence entre n’importe quels deux termes consécutifs est constante.
D’apres les trois premiers termes, on a 2a — a = b — 2a, ou b = 3a.
En fonction de a, les quatre premiers termes sont a, 2a, 3a et a —6 — 3a, soit a, 2a, 3a et —6 — 2a.
Puisque la différence constante (appelée raison) entre les trois premiers termes est égale & a
(puisque 2a — a = a et 3a — 2a = a), alors le 4° terme doit étre égal a 4a. Donc 4a = —6 — 2a,
d’ou 6a = —6, ou a = —1.
Les quatre premiers termes sont donc —1, —2, —3, —4.
Le 100° terme est donc égal & —100 (ce qui semble évident ; on peut aussi dire qu’on 'obtient en
ajoutant 99 fois (—1) au premier terme pour obtenir —1 + 99(—1), ou —100).

REPONSE : (A)

Puisque ZQRP = 120° et que QRS est un segment de droite, alors ZPRS = 180° — 120°, ou
ZPRS = 60°.

Puisque ZRPS = 90°, alors le triangle SRP est un triangle remarquable 30°-60°-90°.

Donc RS = 2PR, d'ou RS =2(12), ou RS = 24.

Au point P, on abaisse une perpendiculaire PT a RS.

P

12
120°/60°

) <

R T =

Puisque ZPRT = 60° et ZPTR = 90°, alors le triangle PRT est aussi un triangle remarquable
30°-60°-90°. Donc PT = ‘/7§PR, ou PT = 6+/3.
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20.

21.

22.

On considere le triangle QPS. QS est une base et PT est sa hauteur correspondante.
Son aire est donc égale a 2(6v/3)(8 + 24), ou 96v/3.
REPONSE: (E)

Au point X, on abaisse une perpendiculaire X P a LM.

L
p X
W 3m
Y
M 12m Z N

Puisque ZXPM = ZPMN = 90°, alors PX est parallele a M N. La distance du point X au
segment M N est égale a la longueur PM.

Puisque W XY Z est un rectangle, alors WZ = XY =3 met WX =27Y =1 m.

D’apres le théoreme de Pythagore, WM = WZ2—-MZ2 don WM = +/32—1,22, ou
WM = /7,56 m.

PW M est un segment de droite et ZXWZ =90°. Donc LZPWX +ZXWZ + LZW M = 180°,
dou ZPWX + ZZWM = 180° — 90° = 90°.

Or, puisque le triangle X PW est rectangle, alors :

/PXW =90° — ZPWX = 90° — (90° — LZZWM) = LZWM

Donc, les triangles X PW et W M Z sont semblables.

Pw XwW  MZ(XW) ~1,2(1) B
DOHCW—W,dOU_PW—W7OUPW— 3 ,OllPW—O,4m.
Donc PM = PW + WM, dou PM = 0,4+ /7,56, ou PM =~ 3,1495 m. Au centiéme de metre

pres, PM =~ 3,15 m.

REPONSE : (C)

L’expression compte 52 termes, soit le nombre 1, le nombre 11 et les 50 nombres qui commencent
et se terminent par un 1, avec de 1 a 50 zéros entre eux. Le dernier nombre a donc 52 chiffres
(50 zéros et 2 uns).
La somme des chiffres des unités des 52 nombres est égale a 52. Le chiffre des unités de N est
donc un 2 et il y a une retenue de 5 reportée a la colonne des dizaines.
Dans la colonne des dizaines, il y a un seul 1 (qui provient de 11), les autres chiffres étant 0. A
cause de la retenue, le chiffre des dizaines de N est donc égal a 1 + 5, ou 6.
Dans chacune des autres positions des nombres qu’il faut additionner, il n’y a qu’un chiffre 1, les
autres étant 0. Donc, dans ces mémes positions, le chiffre de N est aussi un 1. (Il n'y a aucune
retenue.)
Donc N =11---1162, N contenant (52 — 2) fois, ou 50 fois le chiffre 1.
La somme des chiffres de IV est donc égale a 50(1) + 6 + 2, ou 58.

REPONSE: (A)

Les paraboles d’équations y = —%:1:2 +4 et y = 2% — k se coupent aux endroits ot x vérifie

Péquation —ga? +4 =2 —k, ou 32 =4 + k.
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23.

Puisque 22 > 0, alors 4 + k£ > 0, d’ott k > —4.

(11 s’agit de la condition pour que les courbes admettent au moins un point d’intersection.)
On veut aussi que les paraboles se coupent sur ’axe des abscisses ou au-dessus de cet axe.
Donc y > 0. Puisqu’on sait que %xQ =44k, alors 22 = 3(4 + k).

Donc, aux points d’intersection, on a y = 2% — k, d'otl y = 3(4 +k)—Fk, ouy= 3792 — %k.
Or, on veut que y > 0. Donc % — %k’ >0, dou k < 32.

Donc, les paraboles se coupent sur I'axe des abscisses ou au-dessus de cet axe si —4 < k < 32.
Le nombre de valeurs entieres de k, dans cet intervalle, est égal & 32 — (—4) + 1, ou 37.
REPONSE: (E)

Dans cette solution, les unités (soit les metres) sont laissées de coté jusqu’a la fin.

Puisque le carré PQRS a des cotés de longueur 4, sa diagonale PR a une longueur de 4+/2.
Puisque PR = 4UR, alors PU = 3PR et UR = $PR. Donc PU = 2(4v/2), ou PU = 3v/2, et
UR= 2.

Soit X, Y et Z les points de contact respectifs du cercle et des segments PW, W R et RS.

Q WY R
X

5 Z

P S

Puisque RS est tangent au cercle au point Z, alors ZUZR = 90°.
Puisque ZPRS = 45° (puisque PR est la diagonale du carré), alors le triangle UZ R est isocele
et rectangle.
Donc UZ = \/LEUR, douUZ = \/ii(\/?), ouUZ = 1. Le cercle a donc un rayon de 1.
Donc UY =UX =UZ = 1.
Puisque PW est tangent au cercle au point X, alors ZPXU = 90°.
D’apres le théoréme de Pythagore, PX = /PU? — UX2, d'ott PX = 1/(3v/2)% — 12, ou
PX =17
UX
De plus, sin(ZUPX) = TP d’ou sin(LUPX) = ﬁ Donc ZUPX =~ 13,63°.
On connait la longueur de PX. Donc pour déterminer la longueur de PW, il faut déterminer
celle de X
Puisque WX et WY sont des tangentes au cercle issues d'un méme point W, alors WX = WY.
Donc, les triangles UW X et UWY sont congruents. Donc ZUW X = ZUWY.
Dans le triangle PW R, on a :

LWPR+ /ZPWR+ /ZWRP = 180°

204UWX) =~ 180° —45° —13,63°
2LUWX) ~ 121,37
JZUWX =~ 60,68°
. UX . 1
Dans le triangle UW X, tan(ZUW X) = W dou XW ~ m, ou XW =~ 0,5616.
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24.

Donc PW = PX + XW, d’'ou PW =~ /17 + 0,562, ou PW = 4,6847 m.
Au millieme de metre pres, PW =~ 4,685 m.
REPONSE : (C)

On suppose d’abord que a < b < ¢. On considérera les autres cas a la fin.

Puisque a, b et ¢ sont des entiers positifs non nuls (ils paraissent au dénominateur), alors a > 1.
. . , .11 1

Est-ce que a = 1 est possible? Si a = 1, alors — = 1, d’ou 7 + - = e ce qui est impossible,
a c

puisque b et ¢ sont positifs. Donc a > 1.
. 1_1_1 3 1 1 1_1 1 1
Puisque a < b <c,alors — > —->—.Donc —=—+—-+-2>—+4+ -+ —
a” a c

3
=—,douna<4.
a c a a a b g o=
Donc a =2, 3 ou 4.

w
—_

1 1
Sia=4,alors - + - =
b ¢

|

I
~ |
o)
s
+

W
I

AV
I ol—a |~

e N

+
Q-

N———
Il
N |

S P =
| =

1
Puisque b < ¢, alors 7 > —. Donc
c

Or, puisque a < b, alors b > 4. Donc b

1 1 3 1 1
Sia = 3, alors b—l— 173 lb

| o

1.1
Puisque b < ¢, alors 72 > —. Donc
c

Donc b < 4, puisque b est un entier.
Puisque a < b, alors b > 3, doub=3 ou b=

>

l\3|}—‘OID—‘

1 3 1 1 1
Sia ,aorsb—i-C 1 2,0ub+c

1.1
Puisque b < ¢, alorsg>— d’ou - > =
c

—_
—_

1
14 1
-]=-.D <8.
= 4) 3 onc b <8
1 1
Org<1(puisquec>0). Donc b > 4.
Donc b =5, 6, 7 ou 8.

On place les valeurs possibles dans un tableau.

11 1
aggbzc
41 1 |4]i]4
30 3 13512
3] 5 |46
21 1 |5]320
20 1 |6]5 12
20 1 |T=s |3
2] 1 [8|3]8

Les triplets qui vérifient a < b < ¢ sont (4,4,4), (3,3,12), (3,4,6), (2,5,20), (2,6,12) et (2,8,38).
Si on retire la condition a < b < ¢, on voit que n’importe quelle permutation des éléments de
ces triplets vérifie aussi I’équation donnée.

Un triplet de la forme (x, z, ) admet une seule permutation.

Un triplet de la forme (z,x,y) (z # y) admet 3 permutations (les deux autres étant (z,y,z) et

(y, 2, 2)).
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Un triplet de la forme (z,y, z) (trois nombres différents) admet 6 permutations. (On suggere de
les écrire.)
Si on fait subir toutes les permutations possibles aux six solutions ci-dessus, le nombre de solu-
tions est égal a 1 +3 46+ 646 4 3, ou 25.

REPONSE : (B)

25. On considere d’abord quelques propriétés dont certaines sont connues de fagon intuitive.
On considere la base ABCDEF du deuxieme solide. Il s’agit d’'un hexagone régulier. Ses cotés
sont congrus et ses angles intérieurs mesurent 120°. (La somme de la mesure des angles intérieurs
d’un polygone de n cotés est égale a (n—2)180°. Lorsque n = 6, elle est égale a 720°, ou 6(120°).)
Soit O le centre de 'hexagone.
On joint chaque sommet a O.

Propriété 1 : Les 6 triangles formés sont équilatéraux.

Par symétrie, chacun des segments AQO, BO, ..., FO est la bissectrice de I'angle au
sommet, ce qui crée deux angles de 60°. Chacun des triangles formés a deux angles de
60°; le troisieme angle doit donc mesurer 60° et le triangle est donc équilatéral. Les
segments formés et les cotés de ’hexagone ont donc tous la méme longueur.

Propriété 2 : AOD, BOFE et COF sont des segments paralleles a des cotés de 'hexagone.

Chacun des six angles en O mesure 60°. Donc, trois de ces angles forment un angle
de 180°. Donc AOD, BOE et COF sont des segments de droites. Ils sont respecti-
vement paralleles aux cotés BC et EF, CD et FA, DE et AB. On peut le vérifier
en considérant les angles alternes-internes entre les segments paralleles. Par exemple,
puisque ZAOF = ZOFFE = 60°, alors F'E et AOD sont paralléles.

On considere la face supérieure UVW XY Z du deuxieme solide.

Soit M le point de cette face qui est situé directement au-dessus du point O.

Soit s = AU+ BV +CW + DX + EY + FZ.

Soit h(U) la hauteur de U au-dessus de A, h(V) la hauteur de V' au-dessus de B, et ainsi de
suite. Donc h(U) = AU, h(V) = BV, et ainsi de suite.

F E
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Propriété 3 : h(V) — h(U) = h(X) — h(Y)

On remarque que les segments UV et Y X sont situés directement au-dessus des seg-
ments AB et ED, et ainsi de suite.

Puisque AB et ED sont paralleles et congrus, alors h(V) — h(U) = h(X) — h(Y). En
effet, les faces ABVU et EDXY sont paralleles et de méme largeur. Puisque les arétes
UV et Y X ont été formées par la méme tranche, elles sont paralleles et elles ont donc
la méme pente dans leur plan vertical. Puisque le changement horizontal est le méme
de U aVetdeY a X, le changement vertical doit aussi étre le méme.

Puisque AO et BC' sont paralleles et congrus, alors h(M) —h(U) = h(W)—h(V). D’autres telles
égalités existent aussi.

Propriété 4 : h(M) = 1(h(U) + h(X))

On sait que AO et OD sont paralleles et congrus.

Donc h(M) — h(U) = h(X) — h(M), d’ott h(M) = $(h(U) + h(X)).
De méme, h(M) = L(h(V) + h(Y)) = $(h(W) + h(2)).

2 2

Propriété 5 : s = 6h(M)

On additionne ces trois dernieres équations, membre par membre :

3h(M) = L(h(U) + (V) + h(W) 4+ h(X) + h(Y) + h(Z))

Donc s = 2(3h(M)), ou s = 6h(M).

Si on peut déterminer h(M), on peut obtenir la somme des longueurs des arétes verticales.

On peut maintenant résoudre le probleme. On doit considérer un nombre de cas. Puisqu’on
peut faire subir une rotation au solide, il suffit de considérer les positions relatives des longueurs
connues.

1 cas: h(U) =7, h(V) =4, h(W) =10

Puisque AB et OC sont paralleles et congrus, alors h(M) — h(W) = h(U) — h(V) = 3, d'on
h(M) =10+ 3, ou h(M) = 13. Donc s = 6h(M), d'ou s = 6(13), ou s = 78.

On verra qu’il s’agit de la valeur maximale de s.

2¢ cas : Deux des nombres 4, 7 et 10 correspondent a des sommets opposés de ABCDEF.
Dans ce cas, h(M) sera égal a la moyenne de deux des nombres 4, 7 et 10. Donc h(M) est
inférieur a 10, d’ou s = 6~ (M) < 6(10) = 60. On n’obtient donc pas une valeur maximale.

3¢ cas : Les hauteurs de 4, 7 et 10 correspondent a trois sommets consécutifs de ABCDEF.
Pour éviter une répétition du 1° cas, on a h(U) = 4, h(V) = 7 et h(W) = 10, ou h(U) = 4,
h(V)=10et h(W) =T1.

D’apres lanalyse du 1°" cas, h(M) = h(U) + h(W) — (V).

On a donc h(M) =7 ou h(M) =1, d’out s = 42 ou s = 6. Aucune de ces valeurs n’est maximale.

4° cas : Les hauteurs de 4, 7 ou 10 correspondent a trois sommets alternatifs de ABCDEF.
Soit h(U) =4, h(W) =T et h(Y) = 10. (Il n'y a aucune autre configuration a considérer.)

Soit h(M) = z.

Puisque h(M) est égal a la moyenne des hauteurs au-dessus de sommets opposés, alors

h(V) = 2h(M) — h(Y), Lot h(V) = 2z — 10.
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Puisque AB et OC' sont paralleles et congrus, alors h(V) — h(U) = h(W) — h(M), c’est-a-dire
que2x —10—4=7—x,dou3x=21,ouzx ="7.
Donc s = 6h(M), d’ou s = 6x, ou s = 42.

Puisqu’on a pris tous les cas en considération, on peut conclure que la valeur maximale de s
est égale a 78.
REPONSE : (D)
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36—-12 24
:—:3

1. :
Ona: o7 =3

REPONSE: (E)

2. Puisque 7x = 28, alors z = 4.
Puisque z +w =9 et que x = 4, alors w = 5.
Puisque z = 4 et que w = 5, alors zw = 20.

REPONSE : (B)

3. Pour déterminer la plus grande et la plus petite fraction, on écrit toutes les fractions avec un

dénominateur commun de 16, soit %, %, % et %.
14 i 7 : 8 o1
La plus grande est 34, soit g, et la plus petite est {5, soit 5.
La différence entre la plus grande et la plus petite est égale a % — %, soit %, ou %.
REPONSE : (A)
9 D 9 0 i L s
4. Lorsque z = —5, on a —2z* + — = —=2(=5)" + —5» e qui est égal & —2(25) + (—1), ou —51.
'Z‘ —_—
REPONSE : (C)
1 1 1 1 3
5 Ona:1242=— 4 _—=—-4-=2
mas A EtaT17373

REPONSE: (A)

6. Solution 1
Puisque le rectangle ABC'D a une aire de 40 et que AB = 8, alors BC' = 5.
Donc, M BCN est un trapeze ayant des bases de longueurs 2 et 4 et une hauteur de 5. Son aire
est donc égale & $(5)(4 + 2), soit 15.

Solution 2
Puisque le rectangle ABC'D a une aire de 40 et que AB = 8, alors BC' = 5.
Au point NV, on abaisse une perpendiculaire NP au coté AB.

4 M P B

D N 2 C

La figure M BC'N est ainsi divisée en un rectangle PBC'N, qui a une largeur de 2 et une hauteur
de 5, et un triangle M PN qui a une base M P de longueur 2 et une hauteur PN de longueur 5.
L’aire de la figure M BCN est égale a la somme de l'aire de ces parties, soit 2(5) + $(2)(5), soit
10 4+ 5, ou 15.

REPONSE : (A)
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7.

10.

11.

Solution 1

Puisque deux des entiers positifs ont une somme de 9, les possibilités sont 1 et 8, 2 et 7, 3 et 6,
4 et 5.

Un seul de ces choix est composé de deux diviseurs de 42, soit 2 et 7.

Puisque les trois entiers ont un produit de 42 et que deux des entiers sont 2 et 7, alors le troisieme
entier est 3, car 2 x 3 X 7 = 42.

Solution 2

Voici les ensembles possibles de trois entiers positifs qui ont un produit de 42 : {1, 1,42}, {1,2,21},
{1,3,14}, {1,6,7} et {2,3,7}.

Un seul de ces ensembles contient deux entiers qui ont une somme de 9, soit {2, 3, 7}.

Donc, le troisieme entier est 3.

REPONSE : (D)

Supposons que Ivan a parcouru une distance de x km lundi.

Donc mardi, il a parcouru 2z km; mercredi, il a parcouru z km jeudi, il a parcouru %:1: km ;
vendredi, il a parcouru x km.

La distance la plus courte parcourue en une journée est celle de jeudi. Donc %x =5, d’ouz = 10.
Les distances parcourues sont donc 10 km, 20 km, 10 km, 5 km et 10 km, pour un total de 55 km.

REPONSE: (A)

Puisque = 2, alors I'inverse du membre de gauche est égal a 'inverse du membre de droite.
Donc z + 3 = 3.
Puisque z + 3 = %, alors x 4+ 5 = % + 2, c’est-a~dire que r + 5 = %
1 2
Puisque z 4+ 5 = 2, alors =-.
q 2 r+5 5

(Remarquer qu’on n’a pas déterminé la valeur de z.)

REPONSE : (C)

Les deux premiers disques DVD ont cotité 20 $ chacun et le troisieme a couté 10 $. Philippa a
donc acheté 3 disques au prix total de 50 $.

Puisque 50 $ correspond au prix régulier de 2% disques, elle recoit 3 disques pour le prix régulier
de 2%, ce qui est équivalent a 6 disques pour le prix de 5.

REPONSE : (E)

Lorsqu’on présente cinq nombres en ordre ascendant, la médiane des nombres est le nombre du
milieu, soit x.

Puisque la médiane est égale a 7, alors x = 7.

Les nombres, dans l'ordre, sont donc 2, 5, 7, 10 et y.

Puisque les cinq nombres ont une moyenne de 8, ils ont une somme de 5 x 8, soit 40.

Donc 2+ 547410 +y = 40, ou 24 + y = 40, d’ou y = 16.

REPONSE : (A)



Solutions du concours Fermat 2007 Page 4

12.

13.

14.

Puisque ZQSR = ZQRS, alors le triangle QSR est isocele. Donc QS = QR, d’'ou QS = .
Puisque ZSPQ = 90° et que ZPQS = 60°, alors ZPSQ = 30°. Le triangle PQS est donc un
triangle remarquable 30°-60°-90°.

D’apres le rapport des longueurs de cotés d’un tel triangle, QS = 2PQ) .

Donc z = QS = 2(10), ou = = 20.

REPONSE : (B)

Solution 1

Si on tient compte des nombres manquants, ona M + N+ P+ Q+R=1+4+5+6+7, ou
M+N+P+Q+R=23.

Pour déterminer la valeur de M + N + P + @, il faut déterminer la valeur de R et la soustraire
de 23.

R ne peut étre égal a 1, car 0+ 1 = 1 et 1 n’est pas premier. (Si R était égal a 1, la somme des
deux nombres aux extrémités d’une aréte ne serait pas un nombre premier.)

R ne peut étre égal a 4, car 0 +4 = 4 et 4 n’est pas premier.

R ne peut étre égal a 6, car 0 + 6 = 6 et 6 n’est pas premier.

R ne peut étre égal a 7, car 2+ 7 =9 et 9 n’est pas premier.

Par élimination, ona R =5. Donc M + N+ P+ Q =23—-5,ou M+ N+ P+ Q = 18.

(Dans la Solution 2, on verra que les autres nombres peuvent étre placés de maniere a satisfaire
a la condition.)

Solution 2

Les nombres 1, 4, 5, 6 et 7 n’ont pas été placés.

Puisque @ + 3 doit étre un nombre premier, alors ) doit étre égal & 4 (puisque 1+3, 5+ 3, 6+ 3
et 7+ 3 ne sont pas premiers).

Puisque M + 0 et M + 4 doivent tous deux étre premiers, alors M doit étre égal a 7 (puisque
140,544 et 6+ 4 ne sont pas premiers).

Puisque P+ 2 et P+ 4 doivent tous deux étre premiers, alors P doit étre égal a 1 (puisque 5+ 4
et 6 + 2 ne sont pas premiers).

Puisque N +7 et N +1 doivent tous deux étre premiers, alors NV doit étre égal a 6 (puisque 5+ 7
n’est pas premier).

On peut vérifier que si R = 5, il satisfait a la condition.

Donc M+ N+P+Q=23—5,ou M+ N+ P+Q =18.

REPONSE : (C)

Lorsqu’on augmente de 25 % la valeur de a, on obtient 1,25a, ou Za.

On veut donc que ga > 5b, c’est-a-dire que Ha > 200, ou a > 4b.

On cherche les plus petites valeurs positives de a et de b qui vérifient cette inégalité. (Si a et b
sont aussi petits que possible, alors leur somme a + b sera aussi petite que possible.)

Puisque b est un entier strictement positif, alors 4b > 4. Puisque a > 4b, alors a > 4.

Donc, la plus petite valeur possible de a est 5, lorsque b = 1.

Puisque b ne peut prendre une valeur plus petite que 1, alors a ne peut pas prendre une valeur
plus petite que 5.

Donc, la valeur minimale possible de a + b est 5+ 1, ou 6.

REPONSE : (B)
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15. Solution 1
Soit pgr I'expression de x en chiffres.
Puisque les chiffres de x sont pairs, alors p peut égaler 2, 4, 6 ou 8, tandis que ¢ et r peuvent
égaler 0, 2, 4, 6 ou 8.
Lorsque z est multiplié par 2, chacun de ses chiffres est multiplié par 2 et il peut y avoir des
retenues.
Or2x0=0,2x2=4,2x4=8,2x6=12et 2 x 8= 16.
Lorsqu’on calcule 2z, chacun des chiffres de x produit un chiffre pair et une retenue de 0 ou 1.
Avec une retenue de 0, cela ne change pas la parité du chiffre suivant de 2z, a la gauche.
Avec une retenue de 1, le chiffre suivant de 2z, sur la gauche, verra sa parité changée de pair a
impair. (Remarquer que deux retenues de suite ne peuvent former une retenue supérieure a 1.)
Donc, x ne peut avoir un chiffre égal a 6 ou a 8, sinon 2z aura certainement un chiffre impair.
De plus, les chiffres 0, 2 et 4 peuvent paraitre dans n’importe quelle position de x, a 'exception
du 0 qui ne peut paraitre dans la position des centaines. Ils produiront des chiffres pairs dans
2.
Donc, p peut prendre 2 valeurs. Pour chacune, ¢ peut prendre 3 valeurs. Pour chacun de ces cas,
r peut prendre 3 valeurs. Le nombre de valeurs possibles de = est donc égal a 2 x 3 x 3, soit 18.

Solution 2

Soit pgr I'expression de z en chiffres. Donc z = 100p + 10q + r.

Puisque les chiffres de x sont pairs, p peut égaler 2, 4, 6 ou 8, tandis que ¢ et r peuvent chacun
égaler 0, 2, 4, 6 ou 8.

Lorsque z est multiplié par 2, chacun de ses chiffres est multiplié par 2 et il peut y avoir des
retenues.

Or2x0=0,2x2=4,2x4=8,2x6=12et 2 x 8=16.

Soit 2p = 10A + a, 29 = 10B + b et 2r = 10C + ¢, A,a, B,b,C, c étant des chiffres de maniere
que A, B et C égalent chacun 0 ou 1 et a, b et ¢ soient tous pairs.

Donc :

2¢ = 2(100p + 10g + 1)
= 100(2p) + 10(2q) + 2r
= 100(10A + a) + 10(10B + b) + 10C + ¢
= 10004 + 100a + 100B + 10b + 10C + ¢
= 1000A + 100(a + B) +10(b+ C) + ¢

Puisque a, b et ¢ ont chacun une valeur maximale de 8 et que A, B et C' ont chacun une valeur
maximale de 1, alors a + B et b+ C ont chacun une valeur maximale de 9. Donc A, a+ B, b+ C
et ¢ sont des nombres de 1 chiffre.

Pour que tous les chiffres de 2z soient pairs, il faut que A soit pair (et donc égal a 0), que ¢ soit
pair (il l'est) et que a + B et b+ C soient tous deux pairs.

Puisque a et b sont pairs, il faut donc que B et C' soient pairs, c¢’est-a-dire qu’ils égalent 0.
Puisque A, B et C' égalent tous 0, alors aucun des chiffres p, ¢ ou r ne peut égaler 6 ou 8. Chacun
peut donc égaler 0, 2 ou 4 (avec p # 0).

Donc, p peut prendre 2 valeurs. Pour chacune, ¢ peut prendre 3 valeurs. Pour chacun de ces cas,
r peut prendre 3 valeurs. Le nombre de valeurs possibles de x est donc égal a 2 x 3 x 3, soit, 18.

REPONSE : (B)
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16.

17.

On nomme les autres sommets de la figure.

Puisque chacun des carrés a des cotés de longueur 3, alors
PQ=QR=BC=XY=YZ=DA=3

Le périmetre de la figure est donc égal a 18+ AP+ RB+CX + ZD.

Puisque O est le centre du carré ABC'D, alors OA = OB = OC = OD.

Puisque OP =0OR =0X =0Z, alors AP =RB=CX =ZD.

Le périmetre est donc égal a 18 + 4AP.

Puisque O est le centre du carré ABC'D, alors OA = OB et ZAOB = 90°. Le triangle AOB est

donc isocele rectangle. Ses angles mesurent donc 45°, 45° et 90°.
AB - 3v2 .
Donc AO = %, c’est-a-dire que AO = ou AO = — Donc AP = OP — AO, d’ou

3v2
o

3
\/57
AP =3 — —

3v2
Le périmetre est donc égal a 18 + 4 (3 — %), soit 18 + 12 — 64/2, ou 30 — 6v/2, ou environ
21,515.

REPONSE: (A)

Solution 1
Puisque AB = B(C, alors B est situé sur la médiatrice du segment AC'.
Puisque A et C' ont pour coordonnés respectives (2,2) et (8,4), le milieu du segment AC' a pour

4 -2 1
coordonnées (5(2 + 8),3(4 + 2)), soit (5,3). La pente de AC est égale & soit —.

§—2 "3
La médiatrice a donc une pente de —3 (I'opposé de l'inverse de %) et elle passe au point (5, 3).
Son équation est donc y — 3 = —3(x — 5), ou y = —3z + 18.
Pour obtenir I’abscisse a 'origine de cette droite, on pose y = 0 et on obtient z = 6.
Puisque B est le point ou la médiatrice de AC' coupe l'axe des abscisses, alors 1'abscisse de B
est égale a 6.
(On peut vérifier que si B a pour coordonnées (6,0), alors AB est perpendiculaire a BC'.)

Solution 2

Puisque le triangle ABC' est isocele et rectangle, alors ZABC = 90° et AB est perpendiculaire
a BC.

Soit (b,0) les coordonnées de B.

2 et celle de BC' est égale a S

2
La pente de AB est donc égale a 5

Puisque AB est perpendiculaire a BC', la pente de 'une est 'opposé de I'inverse de la pente de
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18.

l'autre. Donc :

2 8—b
2-b 4
—8 = (2—0)(8—10)
-8 = > —10b+16
b* —10b+24 = 0

(b—4)(b-6) = 0

Donc b =4 ou b= 6.

On doit vérifier laquelle de ces valeurs de b nous donne AB = BC' (on a déja traité de la per-
pendicularité).

Si b =4, alors AB = \/(4—2)2+ (0—2)2, ou AB = /8, et BC = /(8 —4)2+ (4 —0)2, ou
BC = +/32. Donc AB # BC.

L’abscisse de B donc étre égale a 6.

(On peut vérifier que dans ce cas, AB est bien égal a BC'.)

Solution 3

Pour se rendre de A a C, on se déplace de 6 unités vers la droite et de 2 unités vers le haut.
Supposons que pour se rendre de A a B, on se déplace de p unités vers la droite et de ¢ vers le
bas, p,q > 0.

Puisque BC' est perpendiculaire a AB et que les deux segments ont la méme longueur, alors
pour se rendre de B a (', il faut se déplacer de ¢ unités vers la droite et de p unités vers le haut.
(On peut le vérifier en portant attention a la pente de AB et a celle de BC'.)

Donc, pour se rendre de A a C' en passant par B, on se déplace de p + ¢ unités vers la droite et
de ¢ — p unités vers le haut. Or, ce résultat est le méme que si on se rendait directement de C' a
A.Doncp+qg=6etqg—p=2.

Puisque p+¢q = 6 et ¢—p = 2, alors 2¢ = 8 (on a additionné les équations, membre par membre),
d'oug=4et p=2.

Puisque A a pour coordonnées (2, 2), alors B a pour coordonnées (6,0) et ce point est bien situé
sur l'axe des abscisses.

REPONSE : (D)

Supposons que Katrina et Alphonse ont chacun n pommes au départ.

Apres que Katrina a donné 12 pommes a Alphonse, elle a n — 12 pommes et Alphonse en a
n+12.

Apres que Katrina a donné la moitié des pommes qui lui restaient (soit 3(n — 12) pommes) &
Alphonse, il lui reste %(n—12) pommes, Soit %n—6 pommes, tandis qu’Alphonse a n+12+%(n—12)
pommes, Soit gn + 6 pommes.

Puisque Alphonse a maintenant quatre fois autant de pommes que Katrina, alors 4(%n —6) =
%n + 6, c’est-a~dire que 2n — 24 = %n + 6, d’ou %n = 30, ou n = 60.

Katrina a présentement %(60 — 12) pommes, soit 24 pommes.

REPONSE : (B)
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19.

20.

21.

On utilise 'inégalité du triangle, qui affirme que dans un triangle, la longueur d’un coté doit étre
inférieure a la somme des longueurs des deux autres cotés. (Par exemple, dans le triangle ABC,
on a AC < AB + BC, d'ou AC < 19.) L’inégalité du triangle est une facon d’exprimer que le
plus court chemin entre deux points est la ligne droite et que si on prend un détour en passant
par un autre point, le trajet est plus long.

Dans le triangle ABC, on a AC < AB + BC, d'ou AC < 19.

Dans le triangle ACD, on a DC < DA+ AC, c’est-a-dire 19 < 5+ AC, ou AC > 14.

Parmi les choix de réponse, seul 15 est situé entre 14 et 19. Donc, la réponse doit étre 15. (On
peut vérifier que si AC' = 15, il est possible de construire chaque triangle.)

REPONSE : (D)

Solution 1

On peut choisir une parabole particuliere qui a les mémes caractéristiques, soit la parabole
d’équation y = —(z + 2)(z — 1), ou y = —2% — z + 2. Elle a une ordonnée a 'origine positive
elle est orientée vers le bas; son abscisse a ’origine négative est plus éloignée de 'origine que ne
I’est son abscisse a 1'origine positive.

Pour cette parabole, onaa=—1,b=—1, c = 2.

Pour ces valeurs, seul le choix ¢ — a est positif.

Donc, la réponse doit étre ¢ — a.

Solution 2

Puisque la parabole est orientée vers le bas, on a a < 0. Donc, le choix (A) est éliminé. Puisque
'expression ab?® a une valeur négative, le choix (C) est éliminé.

L’ordonnée a I'origine de la parabole d’équation y = ax? + bx + ¢ est c. (On I'obtient en posant
x = 0.) Puisque l'ordonnée a l'origine est positive dans la figure, alors ¢ > 0.

Puisque a est négatif, alors ¢ — a est positif. Cette expression doit étre la réponse, puisqu'un seul
des choix est correct.

(On peut vérifier que b doit étre négatif, puisque a est négatif et que le sommet est situé a la
gauche de I'axe des ordonnées. Donc be et b — ¢ doivent étre négatifs.)

REPONSE: (E)

Puisque m est le troisieme nombre, alors les cing entiers sont, dans 'ordre, m — 2, m — 1, m,
m+1etm+4 2.

La somme des cinq nombres est donc égale a (m —2)+ (m—1)+m+ (m+1)+ (m+2), ou 5m.
La somme des trois nombres au milieu est égale & (m — 1) +m + (m + 1), ou 3m.

On cherche donc la plus petite valeur de m pour laquelle 3m est un carré parfait et 5m est un
cube parfait.

On considere écrire m, 3m et bm en factorisation premiere.

Pour que 3m soit un carré parfait, chacun des nombres premiers dans sa factorisation premiere
doit paraitre un nombre pair de fois. Donc, le nombre premier 3 doit paraitre un nombre impair
de fois dans la factorisation premiere de m.

Pour que 5m soit un cube parfait, chacun des nombres premiers dans sa factorisation premiere
doit paraitre un nombre de fois qui est un multiple de 3. Donc, dans la factorisation premiere
de m, le nombre premier 5 doit paraitre un nombre de fois qui est 1 de moins qu’un multiple
de 3.

Les nombres premiers 3 et 5 sont donc facteurs premiers de m, Pour minimiser la valeur de m,
aucun autre nombre premier ne doit paraitre dans sa factorisation premiere.

Pour que 3m soit un carré parfait, 5 doit paraitre un nombre pair de fois dans 3m.
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22.

23.

Pour que 5m soit un cube parfait, le nombre de fois que 5 parait dans 5m est un multiple de 3.
Donc, m est un nombre qui comporte un nombre impair de facteurs 3 et un nombre pair de
facteurs 5 (puisque c’est le cas de 3m) ; en méme temps, le nombre de facteurs 3 est un multiple
de 3 (puisque c’est le cas de 5m) et le nombre de facteurs 5 est 1 de moins qu’un multiple de 3.
Pour minimiser la valeur de m, m doit comporter le moins de facteurs 3 et 5 possible, soit trois 3
et deux 5. Donc m = 3252, ou m = 675.

REPONSE : (D)

Soit A, B, C' et D les sommets du rectangle et soit P, ), R, S, T et U les points, dans 'ordre,
ou la balle frappe les bords de la table.

A 9 T D
R/ U
B S P C

Chacun des segments du trajet de la balle forme un angle de 45° avec le bord de la table.
Donc PQ = v2AB. De méme, QR = V2AR et RS = /2RB. Donc QR+ RS = V2(AR+ RB),
ou QR+ RS = 2AB.

De la méme maniere, ST = v/2CD et TU +UP = /2CD.

Puisque AB = CD, alors PQ + QR+ RS+ ST +TU + UP = 4/2AB.

Or, on sait que la balle parcourt une distance totale de 7 m. Donc AB = ﬁi m.

De plus, PQ = /2 x la distance horizontale de P & Q, QR = v/2QA et PU = \/2PC.

Donc PQ + QR+ PU = /2AD (puisque QA plus PC plus la distance horizontale de P a @ est
égal a la longueur du rectangle).

De méme, RS + ST + TU = /2BC = v/2AD.

Donc PQ + QR+ RS+ ST +TU + UP = 2v/2AD, d’ott AD = 2—% m.

Le périmetre de la table est donc égal a 2AD + 2AB, soit <\/L§ + ﬁi m, ou environ 7,425 m.
Parmi les choix, la meilleure approximation est 7,5 m.

REPONSE : (B)

Puisque chaque fil a la méme longueur et puisque la distance verticale de O a chacun des points
M, N et P est la méme, alors OX = 0OY = 0Z.

Soit x = OX =0Y =0Z.

Puisque chaque fil a une longueur de 100, alors XM =Y N = ZP = 100 — x.

Donc, le point M est a une distance de 100 — x au-dessous de X. Puisque M est a une distance
de 90 du plafond, donc la distance de X au plafond (c’est-a-dire la distance entre le triangle et
le plafond) est égale a 90 — (100 — z), ou x — 10.

Soit C' le centre du triangle XY Z.

Par symétrie, O est directement au-dessus de C' et on a donc OC = x — 10.

On a aussi OX = .

D’apres le théoréme de Pythagore dans le triangle OXC, OX? = OC? + X C?.

Pour continuer, on a besoin de la longueur XC'.

On trace les hauteurs X F, YG et ZH. On sait que C' est le point d’intersection des hauteurs
XF,YGet ZH.
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24.

c
Y = z

Puisque le triangle XY Z est équilatéral, H est le milieu du coté XY et X F' est la bissectrice de
I'angle ZXY.

Puisque XY =60, alors XH = 30 et ZCXH = 30°.

Le triangle CX H est un triangle remarquable 30°-60°-90°. Donc C'X = %X H, c’est-a-dire que

2
CX = 3:(30), ou %3, ou CX = 20/3.

Puisque OX? = OC? 4+ X(C?, alors :

2 = (z—10)%+ (20V3)?

z? = 2% —20x 4 100 + 1200
20x = 1300

r = 65

La distance verticale entre le triangle et le plafond est donc égale a x — 10, soit 55 cm.

REPONSE : (D)

Soit b 'ordonnée a l'origine de la droite, b > 0.

Puisque la droite a une pente de 1, son abscisse a l'origine est égale a —b. P a donc pour
coordonnées (—b,0).

Puisque P, ) et R sont alignés et que PQ) = QR, alors le déplacement horizontal de P a @) est
égal au déplacement horizontal de () a R. Donc, la différence des abscisses de () et de P est égale
a celle de R et de Q).

Puisque la droite a une pente de 1 et une ordonnée a l’origine de b, elle a pour équation y = x+0.
On peut déterminer I'abscisse de @) et de R en déterminant les points d’intersection de la parabole
d’équation y = 22 et de la droite d’équation y = x +b. A ces points, pour une méme valeur de x,
on a une méme valeur de y dans les deux équations. On a donc :

2 = x+0b
2

*—xz—b = 0
1+£4/1—-4(1)(—b
r = 5 (H)(=H) (d’apres la formule)
1+ v1+4b
2

1—+v1+4b 14+ v1+4b

D’apres la figure, ’abscisse de @) est égale a — s et celle de R est égale a 5
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On a donc :

1—\/1+4b_(_b) B 1+\/1+4b_1—\/1—|—4b

2 2 2
1— V144D
SSVEEY Ly - VIt D

2
1—V1+4b+20 = 2V1+4b
1420 = 3vV1+4b
(14202 = (3V1+ 4b)?
1+4b+4b* = 9(1 + 4b)
40 —320—8 = 0
-8 -2 = 0

, _ 8 VB A1)
2

8 + /72
2
b = 443v2

b =

Puisque b > 0, alors b = 4 + 3v/2, soit b ~ 8,243.
(Dans ce probleme, il est possible de déterminer la réponse, parmi les choix, en tragant une figure
a I’échelle.)

REPONSE : (C)

On place les n + r boules en choisissant une boule au hasard, en la placant dans la premiere
position, en choisissant une deuxieme boule au hasard, en la placant dans la derniere position,
puis en choisissant les autres boules au hasard et en les placant I'une a la suite de I'autre.

On calcule la probabilité pour que les deux extrémités soient noires. La probabilité pour que la

n
premiere boule soit noire est égale a . Il reste alors n +r — 1 boules dont n — 1 sont noires.
r

La probabilité de choisir une deuxieme boule noire est donc égale a ————. Les autres boules

peuvent étre choisies de n’importe quelle fagon. La probabilité de choisir deux boules noires pour
n n—

n+r nt+r—1

De la méme maniere, la probabilité pour que les deux extrémités soient rouges est égale a
T r—1

n+r nt+r—1

Donc, la probabilité pour que la premiere boule et la derniere boule aient la méme couleur est

égale a

les extrémités est donc égale a

n n—1 T r—1
n+r n+r—1 n+r n+r—1

1
5

et on veut que cette expression soit égale a
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Donc :
n n—1 T r—1 1
. + . —
n+r n+r—1 n+r n+r—1 2
1
nn—1)+r(r—-1 = §(n+7’)(n+r—1)
m>—2m+2r—2r = NP+’ 4+2r—n—r
n?—2nr+r: = n+r
(r—m)* = n+r

Soit r —n = k. (Puisque r > n, alors k > 0.)

Donc n +r = k2.

On additionne ces deux équations, membre par membre, pour obtenir 2r = k? + k.

Donc r = $(k? + k) = 1k(k + 1).

On soustrait ces deux mémes équations, membre par membre, pour obtenir 2n = k% — k. Donc
n = 1k(k —1). (On voit donc que r et n sont des nombres triangulaires consécutifs.)

Puisque n > 4, alors k(k — 1) > 8, d’ou k > 4.

(Si k = 3, le membre de gauche de I'inéquation, qui augmente en méme temps que k, est égal
a 6;si k=4, le membre de gauche est égal a 12.)

Puisque 7 < 2007, alors k(k + 1) < 4014, d’ou k < 62.

(Si k = 63, le membre de gauche de I'inéquation, qui augmente en méme temps que k, est égal
a 4032 si k = 62, le membre de gauche est égal a 3906.)

Donc 4 < k < 62. Le nombre de valeurs possibles de k est donc égal a 62 — 4 + 1, ou 59.

Il y a donc 59 couples (n,r) possibles.

REPONSE: (E)



Concours

canadien

de mathématiques

Une activité du Centre d’éducation

en mathématiques et en informatique,
Université de Waterloo, Waterloo, Ontario

Concours Fermat 2006

(11° année ou Secondaire V)

le mercredi 22 février 2006

Solutions

(©2005 La Fondation de mathématiques de Waterloo




Solutions du concours Fermat 2006 Page 2

REPONSE : (B)

2. Puisque 2z + 3z + 42 = 124+ 9 + 6, alors 92 = 27, d’ou = = 3.
REPONSE : (B)

3

64
T c’est-a-dire a —, ou 1.
102 — 62 64

64
3. Selon la priorité des opérati b égal & o0
elon la priorité des opérations, estegal & 15036

REPONSE : (A)

4
4.  On calcule de l'intérieur vers 'extérieur : ( VO + ﬁ) = (\/3 + 1)4 = (\/1)4 =24 =16

REPONSE : (C)

5. Puisque les arétes ont des longueurs de 4, 5 et 6, les volumes égalent 43, 5 et 63, c’est-a-dire 64,

64 + 125 + 216 405
125 et 216. La moyenne des volumes est égale a + 3 + , c’est-a-dire a = ou 135.

REPONSE: (E)

6. La réduction du prix du tee-shirt est égale a 30 % de 25 $, soit 0,3 x 25$, ou 7,50 $.
La réduction du prix du jean est égale a 10% de 758, soit 0,1 x 75$, ou 7,50 $.
La réduction du prix total est égale & 7,50$ + 7,508, ou 15$.

REPONSE: (A)

7. Si /23 x5 x p est un entier, alors 23 x 5 x p est un carré parfait.
Pour que 23 x 5 x p soit un carré parfait, il faut que chaque facteur premier paraisse un nombre
pair de fois. Donc, p doit étre un multiple de 2 et de 5.
Pour que p soit aussi petit que possible, p doit donc étre égal a 2 x 5, ou 10.
(On peut vérifier : 23 x 5 x 10 = 400, ce qui est un carré parfait.)

REPONSE : (C)

8. Selon les renseignements donnés, P+ @Q =16 et P — Q = 4.
On additionne ces équations, membre par membre, pour obtenir P+ Q + P — Q) = 16 + 4, d’ou
2P =20, ou P = 10.

REPONSE : (D)

9.  Solution 1
Puisque ZF AB est un angle extérieur du triangle ABC', alors /FAB = ZABC + ZACB, ou
70° = (2° 4 20°) + (20° + 2°). Donc 70 = 2z + 40, d’ou x = 15.

Solution 2

Puisque ZFAB = 70°, alors ZBAC = 110°.

Dans le triangle ABC, on a ZABC + /BCA+ ZCAB = 180°, ou

(x° 4 20°) + (20° 4 2°) + 110° = 180°. Donc 150 + 2z = 180, d’out = = 15.

REPONSE : (A)
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10. On considere les rectangles W XY Z et PQRS.

11.

12.

Chacun des quatre cotés de PQRS peut couper un maximum de 2 cotés de W XY Z, puisqu’une
droite peut couper un maximum de deux cotés d’un rectangle.

Il peut donc y avoir au plus 8 points d’intersection.

Or, 8 points d’intersection sont possibles, comme dans la figure suivante.

P

/™ X

yQ

V4 \/Y

R

Donc, le nombre maximum de points d’intersection de n’importe quels deux rectangles est 8.

REPONSE : (D)

Solution 1 ;
Puisque ¢ 3, alors a = 3b. Puisque — = 2, alors b = 2¢.
c

Puisque a = 3b et b = 2c, alors a = 6e¢.
a—b 6c—2c dc

Donc = = —4.
c—>b c—2c —c
Solution 2
a
a—b p 1
On divise le numérateur et le dénominateur de I’expression par b : ;= C
c—=b Z_1
b 1 b
Puisque - = 2, alors ‘- —.
“asy 317 o
Onadonca_ = 1_ =—=—4
Solution 3

Posons ¢ = 1. Puisque - = 2, alors b = 2. Puisque % = 3, alors a = 6.
c

a=b_6-2_4

Onadoncc_b_l_Q__—lz

REPONSE : (A)

Solution 1

Le membre de gauche de I’équation est égal a (24)(3%), c’est-a-dire & 16(729), ou 11 664.
Donc 9(67) = 11664, d’ou 6 = 1296.

Puisque 6* = 1296, alors = = 4.

Solution 2
On transforme le membre de gauche : (24)(3%) = (24)(3*)(3%) = (2 x 3)*(3%) = 6*(9) = 9(6*)
On compare cette expression a 9(6%) et on conclut que x = 4.

REPONSE : (C)
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13.

14.

15.

16.

Soit ¢ le cotut, en cents, du téléchargement d’une chanson en 2005.

En 2004, le cott du téléchargement d’une chanson était donc de ¢ + 32 cents.

Le cout total des téléchargements était donc de 360c cents en 2005 et de 200(c + 32) cents en
2004. Donc 360c¢ = 200(c + 32), d’ou 160c = 6400, ou ¢ = 40.

Le cout total des téléchargements de 2005 était donc de 360(40) cents, soit 14400 cents, ou
144,00 $.

REPONSE : (A)

Solution 1

On additionne les deux équations, membre par membre, pour obtenir pz + 3x = 46, ou

(p + 3)x = 46. Puisque (2, — 4) est une solution du systeme, il vérifie I'equation (p + 3)x = 46
(ou (p + 3)z + Oy = 46).

Donc 2(p + 3) = 46, d’ou p + 3 = 23, ou p = 20.

Solution 2

On reporte (z,y) = (2, — 4) dans la deuxieme équation. On obtient 3(2) — ¢(—4) = 38, d’ou
6 + 4qg = 38, ou ¢ = 8. La premiere équation devient donc pxr + 8y = 8.

On reporte (x,y) = (2, —4) dans cette équation. On obtient p(2) + 8(—4) =8, d’ou 2p — 32 = §,
ou p = 20.

REPONSE : (B)

Puisque le point (5,3) est superposé au point (1, — 1), la droite qui représente le pli doit passer
par le milieu du segment formé par les points, soit (3(5+ 1),3(3 + (—1))), ou (3,1).

y
(5.3)
2
X
s
(l’_l)
Pli
Parmi les choix de réponse, (3,1) vérifie seulement ’équation y = —z + 4. La réponse est (D).
(De fait, la droite est la médiatrice du segment formé par les points (5,3) et (1, — 1). La pente
3—(—1
du segment est égale a %, ou 1. La médiatrice a donc une pente de —1.
Puisqu’elle passe aussi par le point (3,1), elle a pour équation y = —x + 4.)

REPONSE : (D)

Puisque l'aire du disque est égale a l'aire de la région ombrée, chaque aire est égale a la moitié
de l'aire du rectangle. Chaque aire est donc égale a %(8 X 9), ou 36.

Soit 7 le rayon du disque. Donc 712 = 36, ou 72 = 3¢, Donc 7 = /2%, our = ¥ our = L.
’ T ) V) N3

REPONSE : (C)
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17.

18.

19.

Puisque chaque terme, a partir du quatrieme, est égal a la somme des trois termes précédents,
alors d’apres le quatrieme terme, on a 13 =5+ p+ ¢, d’ou p+ q = 8.

D’apres le cinquieme terme, onar =p+q+ 13, d'ou r =8+ 13, ou r = 21.

D’apres le septieme terme, on a = 13 +r 4+ 40, d'ou r = 13 + 21 + 40, ou r = 74.

REPONSE : (D)

Georgina se déplace pendant 6 minutes, soit % d’heure. Puisqu’elle se déplace pendant % d’heure
a une vitesse de 24 km/h, elle parcourt 2,4 km, ou 2400 m.
Puisque la roue avant de son vélo a un diametre de 0,75 m, elle a une circonférence de 0,757 m.

Donc, a chaque rotation de la roue, Georgina avance de 0,757 m.
240
Sur une longueur de 2400 m, le nombre de rotations effectuées par la roue est égal a 07Er soit
75
environ 1018,59. Le choix de réponse le plus pres est 1020.

REPONSE : (B)

Solution 1
E D
A
C
L
F B K
G H

Soit x I'aire du triangle ABC.

On subdivise 'hexagone DEFGHK en morceaux et on exprimera l’aire de chaque morceau en
termes de z.

On considere les triangles ADE et ABC. Puisque AD = AB, AE = AC et /DAFE = ZCAB,
les triangles sont congruents. L’aire du triangle ADFE est donc égale a .

De méme, les triangles BGF et CK H ont chacun une aire de .

On considere le quadrilatere AEF B. On peut le joindre au triangle ABC' pour former le triangle
CFE. Puisque AE = AC, alors CE = 2C'A; de méme, CF = 2CB.

Les triangles CFE et C'BA ont un angle commun, soit C. De plus, les rapports CA : CE et
CB : CF égalent chacun 1 : 2. Les triangles sont donc semblables.

Puisque les cotés du triangle CFE sont 2 fois plus longs que ceux du triangle CBA, laire du
triangle CFE est 4 fois celle du triangle C BA. Elle est donc égale a 4.

Donc, 'aire du quadrilatere AEF B est égale a 3x.

De méme, les quadrilateres ADKC et BCHG ont chacun une aire de 3zx.

L’aire de I'hexagone DEFGHK est égale a la somme de 'aire des triangles ABC, ADE, BGF,
CKH et des quadrilateres AEFB, ADKC et BCHG. Elle est donc égale a 4x + 3(3z), ou 13zx.
Le rapport de l'aire de 'hexagone DEFGH K a l'aire du triangle ABC est égal a 13 : 1.

Solution 2

On peut diviser I'hexagone DEFGHK en triangles en tracant des segments verticaux ayant
la méme longueur que AB, des segments horizontaux ayant la méme longueur que BC' et des
segments obliques ayant la méme longueur que AC'.
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20.

E D
A
F Bj c K

H

L’hexagone DEFGH K est donc divisé en 13 triangles congruents. (On peut facilement démontrer
que chaque triangle est congruent au triangle ABC' en montrant que chacun est rectangle et qu’au
moins deux des cotés de chaque triangle a la méme longueur que ceux du triangle ABC'.)
Donc, l'aire de 'hexagone DEFGH I est 13 fois I'aire du triangle ABC'. Le rapport des aires est
donc de 13 : 1.

REPONSE: (E)

Solution 1

Supposons que Igor enléeve un nombre de billes du sac et que les billes qui restent dans le sac ne
satisfont pas a la condition donnée. Quel est le nombre maximal de billes qui peuvent rester ?
Pour ne pas satisfaire a la condition donnée, ou bien il n’y a pas au moins quatre billes d’une
couleur (et il y a alors au plus 9 billes dans le sac, soit 3 billes de chaque couleur) ou bien il y a
au moins 4 billes d'une couleur et il n’y a pas 3 billes de chaque autre couleur.

Dans ce dernier cas, on pourrait avoir autant de billes que possible d’une couleur (soit 8 billes
jaunes) et 2 billes de chaque autre couleur pour un total de 12 billes qui restent dans le sac.
Donc, si Igor enleve 8 billes ou plus, les boules qui restent dans le sac ne satisfont pas a la
condition donnée.

Par contre, si Igor enleve 7 billes ou moins, les billes qui restent satisfont a la condition donnée.
La plus grande valeur possible de N est 7.

Solution 2

Puisqu’on cherche la plus grande valeur possible de N, on commence par le plus grand nombre
parmi les choix de répones et on élimine les choix jusqu’a ce que 'on obtienne la bonne réponse.
Si Igor a enlevé 10 billes, il peut avoir enlevé 5 billes rouges et 5 billes noires, laissant 8 billes
jaunes, 2 billes rouges et 0 bille noire dans le sac, ce qui ne satisfait pas a la condition donnée.
Donc, la réponse n’est pas 10.

Si Igor a enlevé 9 billes, il peut avoir enlevé 5 billes rouges et 4 billes noires, laissant 8 billes
jaunes, 2 billes rouges et 1 bille noire dans le sac, ce qui ne satisfait pas a la condition donnée.
Donc, la réponse n’est pas 9.

Si Igor a enlevé 8 billes, il peut avoir enlevé 5 billes rouges et 3 billes noires, laissant 8 billes
jaunes, 2 billes rouges et 2 billes noires dans le sac, ce qui ne satisfait pas a la condition donnée.
Donc, la réponse n’est pas 8.

La réponse est-elle 77

Il y a 20 billes au départ. Si on en enleve 7, il en reste 13 dans le sac.

Puisqu’il reste 13 billes, il ne peut y en avoir 4 ou moins de chacune des trois couleurs (sinon il
y aurait au plus 12 billes dans le sac). Il y a donc au moins 5 billes d’une couleur dans le sac.
Peut-il y avoir 2 billes ou moins de chacune des deux autres couleurs? Si oui, il doit y avoir
au moins 9 billes de la premiere couleur pour qu’il reste 13 billes dans le sac. Or, il y avait un
maximum de 8 billes d’'une méme couleur au départ. Donc, il doit y avoir au moins 3 billes d'une
des deux autres couleurs.
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21.

22.

Donc, si on enleve 7 billes, il reste au moins 5 billes d'une couleur et 3 billes d'une autre couleur.
En choisissant N = 7, les billes qui restent dans le sac satisfont a la condition donnée.
La plus grande valeur possible de N est donc 7.

REPONSE : (B)

Si n est un entier impair, alors les facteurs n — 1 et n + 1 sont des entiers pairs.

De plus, n—1 et n+ 1 sont des nombres pairs consécutifs. L'un est donc un multiple de 2, tandis

que 'autre est un multiple de 4.

Le produit (n —1)(n+ 1) admet donc 3 fois le diviseur 2. Il en est donc de méme pour le produit

(n—1)(n)(n + 1) qui est donc divisible par 8.

(n—1)(n)(n+1)
8

Donc, si n est un entier impair, I’expression prend une valeur entiere.

(De 2 & 80, il y a 39 entiers impairs.)

Si n est un entier pair, alors les facteurs n — 1 et n + 1 sont des entiers impairs.

Donc, l'expression (n — 1)(n)(n + 1) est seulement divisible par 8 lorsque n est divisible par 8.

(De 2 & 80, il y a 10 multiples de 8.)

Il y a donc 39 + 10, ou 49 valeurs entieres de n, dans l'intervalle 2 < n < 80, pour lesquelles

(n—1)(n)(n+1)
8

I’expression prend des valeurs entieres.

REPONSE: (E)

On procede d’abord par tatonnements, tout en analysant les résultats.

Puisque Céline est plus rapide a déplacer les petites boites et que René est plus rapide a déplacer
les grandes, on suppose que Céline déplace toutes les petites, ce qui prend 32 minutes, et que
René déplace toutes les grandes, ce qui prend 50 minutes. Ils finissent donc en 50 minutes.

Si on laisse Céline déplacer 2 grandes boites, en plus des 16 petites, elle mettra 44 minutes pour le
faire. René mettra alors 40 minutes a déplacer 8 grandes boites. Ils finissent donc en 44 minutes.
On peut donc éliminer le choix de réponse (E).

Si on laisse René déplacer 1 des petites boites, en plus des 8 grandes boites, il mettra 43 minutes
pour le faire. Céline mettra alors 42 minutes pour déplacer 15 petites boites et 2 grandes boites.
Ils finissent donc en 43 minutes. On peut donc éliminer le choix de réponse (D).

Pourquoi est-il impossible de finir en moins de 43 minutes? Supposons qu’ils finissent en 42
minutes. Ils mettraient, en tout, un total d’au plus 84 minutes pour finir le travail.

Supposons que Céline déplace x petites boites et y grandes boites, ce qui lui prendrait 2x + 6y
minutes. Alors René déplace 16 — x petites boites et 10 — y grandes boites, ce qui lui prendrait
3(16 — z) + 5(10 — y) minutes, ou 98 — 3x — 5y minutes.

Puisqu’ils mettent au plus 84 minutes de travail au total, alors (22 + 6y) + (98 — 3z — 5y) < 84,
ould<z—y.

Puisque 0 < 2z < 16 et 0 < y < 10, alors les couples (z,y) qui vérifient 'inéquation 14 < x —y
sont (16,0), (16,1), (16,2), (15,0), (15,1), (14,0). Ces valeurs donnent les résultats suivants :
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23.

Céline Céline Céline René René René

NPre de NPre de | NPre de NPre de NPre de | NPre de
x | y | pet. boites | gr. boites | minutes | pet. boites | gr. boites | minutes
16 | O 16 0 32 0 10 50
16 | 1 16 1 38 0 9 45
16 | 2 16 2 44 0 8 40
1510 15 0 30 1 10 53
15 |1 15 1 36 1 9 48
14 0 14 0 28 2 10 56

Dans chacun de ces cas, bien que le temps total soit inférieur a 84 minutes, il faut plus de 43
minutes pour que les deux aient fini de déplacer les boites.
Il est donc impossible de finir en moins de 43 minutes. Ils peuvent donc finir a 9 h 43.

REPONSE : (C)

Solution 1
Soit t le temps, en secondes, que met Tom pour attraper Jerry.
F 30 H
15 ¢
T J E

Puisque Tom court a une vitesse de 5 m/s pendant ¢ secondes, alors TC' = 5t.

De méme, puisque Jerry court a une vitesse de 3 m/s pendant ¢ secondes, alors JC = 3t.

Or, on sait que J est le milieu du segment TE. Donc T'J =15 = JFE.

Puisque HE = 15, le triangle H J E est rectangle isocele. Donc /ZHJE = 45°, d’ou LT JC = 135°.
D’apres la loi du cosinus dans le triangle T'C'J :

TC?* = TJ*+JC*—2(TJ)(JC)cos(LTJC)
(5t)* = 15%+ (3t)* — 2(15)(3t) cos(135°)
2512 = 225+ 92 — 90t (—%)

16> — 45v2t =225 = 0

45v/2 + \/(45\/5)2 — 4(16)(—225) T - BBV2+ V18450
2(16) o 32 ’

ou t & 6,23 secondes. Tom met environ 6,2 secondes pour attraper Jerry.

Puisque t est positif, on a donct =

Solution 2

Soit t le temps, en secondes, que met Tom pour attraper Jerry.

Puisque Tom court & une vitesse de 5 m/s pendant ¢ secondes, alors TC' = 5t¢.

De méme, puisque Jerry court a une vitesse de 3 m/s pendant ¢ secondes, alors JC = 3t.
Or, on sait que J est le milieu du segment TE. Donc T'J = 15 = JFE.

Puisque HE = 15, le triangle HJFE est rectangle isocele. Donc ZHJE = 45°.

Au point C, on abaisse une perpendiculaire CP a JE.
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24.

25.

F 30 H
15
T J PE
Puisque CJ = 3t, ZCOJE = 45° et ZCPJ =90°, alors JP =CP = %(31&)

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle CPT :
TC?* = (TJ+ JP)? +CP?
2
(5t = (15+ f(3t)) + (%(375))
225 + 2(15) ( +1(92) + L(912)

5
o5t2 = 9225+ 452t + 92&2
1612 — 45v/2t — 225 = 0

25¢2

v

On résout 1'équation comme dans la Solution 1. Tom met environ 6,2 secondes pour attraper
Jerry.

REPONSE : (E)

Pui 1 1 1 1 6 3 2 1 11 1

e e 5 T3 20 " 60 " 6a 6a 22—2 M 6a 22 _2b
Le produit en croix donne 11(b* — 2b) = 6a.
Puisque a et b sont des entiers, les deux membres de ’équation prennent des valeurs entieres.
Puisque 11 est un facteur du membre de gauche, il doit étre un facteur du membre de droite.
Il doit donc étre un diviseur de a.
On a donc a = 114, ou A est un entier strictement positif.
La derniere équation devient donc 11(b* — 2b) = 6(11A4), ou b* — 2b = 6A.
Puisque 6 est un facteur du membre de droite, il doit étre un facteur du membre de gauche.
Quelle est la plus petite valeur entiere positive de b pour laquelle 6 est un diviseur de b* — 2b?
On peut vérifier rapidement que si b est égal a 1, 2, 3, 4 ou 5, alors b* — 2b n’est pas divisible
par 6, alors que si b = 6, b*> — 2b est divisible par 6.
La plus petite valeur possible de b est 6. Donc 6A = 6% — 2(6), d’'out 6A = 24, ou A = 4. Puisque
a = 11A, alors a = 44.
La plus petite valeur possible de a + b est donc 44 + 6, ou 50.

REPONSE: (E)

Soit A, B et C' les centres des bases des cones. On trace le triangle ABC.

Puisque les cones sont tangents 'un a 'autre, les cotés du triangle passent par les points de
contact. Puisque les bases ont un rayon de 50, le triangle a des c6tés de longueur 100. Il est donc
équilatéral.

Par symétrie, la sphere est placée au milieu des cones. Son centre est donc directement au-dessus
du centre de gravité du triangle ABC.

Quelle est la distance du centre de gravité a chacun des sommets ?

On trace les médianes AD, BE et C'F. (Chacune est aussi une hauteur, une médiatrice et une
bissectrice.). Les médianes se coupent au centre de gravité G.
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C D B

Puisque BD = %BC’ = 50 et LZGBD = %AABC’ = 30°, alors le triangle BG'D est un triangle

remarquable 30°-60°-90°. Donc BG = \%BD, d’ou BG = %.
100

Donc, la distance du centre de gravité a chacun des sommets du triangle est égale a Nk

Donc, la distance entre 1’axe de chaque cone et la droite verticale qui passe au centre de la sphere
est aussi égale a 1—\%’].

On imagine un plan vertical qui coupe un cone et la sphere en passant par I’axe du cone et le centre
de la sphere. La figure suivante représente 'intersection. On y voit la moitié de I'intersection avec

le cone et la moitié de I'intersection avec la sphere.

X H
HO
A Y G

A est donc le centre de la base du céne (un sommet du triangle), G est le centre de gravité du
triangle ABC', O est le centre de la sphere, P est le point de contact de la sphere et du cone,
X est 'apex du cone, Y est le point ou le cone rencontre AG et H est le point de contact de la
sphere et du plan horizontal qui passe par I’apex des cones.

Soit r le rayon de la sphere.

Méthode 1

OnsaitqueOH:OP:T,XH:AGzl—\%OetXA:HG:120.

Puisque P est le point de contact de la sphere et du cone, OP est perpendiculaire a XY

Puisque les segments X H et X P sont tangents a la sphere, alors XP = X H = %.

D’apres le théoréme du Pythagore dans le triangle AXY, XY? = AY? + AX?, ou
XY? =50%4 1202, dot XY? = 16900 = 130%, ou XY = 130.

Donc PY = XY — XP, ou PY =130 — %.
De plus, OG =120 —r et GY = AG — AY, ouGY:%—50.
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D’apres le théoreme de Pythagore dans les triangles OPY et GOY,
OP? + PY? = 0Y? = GY? + GO?. Donc :

2
r (130 19)° = (18- ) + (120 — r)?
2(130)(100) N 10000 10000 2(50)(100)
V3 3 3 V3
2(130 — 50)(100
240r = ( )(100) (puisque 130? = 502 4 120?)
V3
200 200v/3
3V3 9
Donc r =~ 38,49. Parmi les choix de réponse, le rayon est plus pres de 38,5.

(On aurait pu calculer le rayon a l'aide de la trigonométrie. En effet, le rapport de AY a AX
nous permet de connaitre la mesure de 'angle Y X A et de la, celle de I'angle PX H.

r? +130% — + 50% 4+ 120% — 2407 + 72

w

OH
On aurait alors tan (3 ZPXH) = tan(ZOXH) = XH = ﬁ.)
V3
Méthode 2
On sait que XH = AG = 19,

3
Puisque AX =120 et AY £50, alors la pente de XY est égale a %, ou —152
Puisque P est le point de contact de la sphere et du cone, OP est perpendiculaire a XY . Dans
un plan cartésien dont ’axe des abscisses est parallele a AG et 'axe des ordonnées est parallele
a AX, OP a une pente de %

Au point P, on trace une droite horizontale qui coupe AX en R et GH en S.

X H

|'O
R S
A Y G

Puisque OP a une pente de > 15, alors OS = 5t et SP = 12t pour un nombre réel quelconque t.
Puisque le triangle OSP est rectangle en S, alors OP = 13t d’apres le théoreme de Pythagore.
Puisque OH est un rayon du cercle, OH = OP = 13t. Puisque XR = HS = HO + OS, alors
XR = 18t.

Or, X P a une pente de —%2. Puisque X R = 18t, alors RP = (18t) ou RP =

Puisque RS = RP+PS, alors RS = %t—i— 12t, ou RS = 3915 Pulsque RS = AG et que AG = 1%

el
alors %t = %. Le rayon de la sphere, qui est égal a 13t, est donc égal a % <1—\9§>, c’est-a-dire a
M, ou environ 38,49. Parmi les choix de réponse, le rayon est plus pres de 38,5.

REPONSE: (D)
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1.

150 + (150 = 10) 150 +15 165

On calcule : T 0 - 10 - 16,5

REPONSE : (E)
Puisque = %, alors 3 — 3+ 2 =1

REPONSE : (B)
colution 1 6a+18b 6(3)+18(3) 3+12 15 3
Puisque a = % et b= %, alors o 6h 12?%)+6(§) =%r1-10"3

Solution 2
6a+18b 6(a+3b) a+3b 3+3(3) 23

1
3
"12a+6b 6(2a+b) 2a+b 20)+2 12

. 3
Puisque a = % et b= %, alor =5

wlorolon

REPONSE : (E)

Puisque v4 +9 + 22 =7, alors 4 + 9 + 2% = 72, ou 13 + 22 = 49, d’on1 22 = 36.
Les valeurs possibles de = sont donc 6 et —6. Donc, la réponse est (A).

REPONSE : (A)

Pendant que la piece de monnaie roule de P a @), le F sur la face de la piece subit une rotation
de 270° dans le sens des aiguilles d'une montre.

Puisque la distance de Q a R est égale a la distance de P a @), alors le F subit une autre rota-
tion de 270° dans le sens des aiguilles d’une montre. La piece est donc orientée comme suit : @

REPONSE : (C)

Les quatre nombres, 1, 2, 3 et 4, se répetent a tous les quatre termes.

Combien de fois cette séquence 1,2,3,4 est-elle répétée dans les 2005 premiers termes ?

Puisque 2005 divisé par 4 donne un quotient de 501 et un reste de 1, alors la séquence 1,2, 3,4
se répete 501 fois et le 2005¢ terme est donc 1.

La somme des 2005 premiers termes de la suite est donc égale a 501(1+2+3+4)+1, c’est-a-dire
a 501(10) + 1, ou 5011.

REPONSE : (A)

On sait que ZA = /B +21°et ZC = /B + 36°.
Puisque la somme de la mesure des angles d'un triangle est égale a 180°, alors :

LA+ /ZB+/ZC = 180°
LB+21°+/B+ /4B +36° = 180°
3(LB) +57° = 180°
3(4B) = 123
/B = 41°
REPONSE : (B)
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8.

10.

11.

Solution 1

On considere que les enfants sont placés en ordre, du plus jeune au plus vieux. Puisque les sept
enfants sont nés sept années consécutives, le septieme a 4 ans de plus que le troisieme, le sixieme
a 4 ans de plus que le deuxieme et le cinquieme a 4 ans de plus que le premier.

Puisque la somme de I’age des trois plus jeunes est égale a 42 ans, alors la somme de I’age des
trois plus vieux, en années, est égale a 42 + 4 + 4 + 4, ou H4.

Solution 2

Puisque les ages sont des entiers consécutifs, soit z,  + 1 et = + 2 I'age des trois plus jeunes
enfants, en années.

Donczx+zxz+1+2x+2=42 oudz+ 3 =42, dou x = 13.

Les enfants ont donc 13 ans, 14 ans, 15 ans, 16 ans, 17 ans, 18 ans et 19 ans.

Donc, la somme de 1’age des trois plus vieux, en années, est égale a 17 + 18 + 19, ou 54.

REPONSE : (B)

On détermine d’abord les points ou les droites obliques coupent la droite verticale. Aux points
d’intersection, on a x = —2.

Pour l'intersection avec la droite d’équation y = —2x + 8, posons z = —2. On a y = —2(—2) + 8,
d’ott y = 12. Le point d’intersection a pour coordonnées (—2,12).

Pour l'intersection avec la droite d’équation y = %x —2,posons x = —2. On a y = %(—2) -2,
ou y = —3. Le point d’intersection a pour coordonnées (—2, — 3).

y

N\
AC2,12) \

y=1x-2
X
(4,0)
B-2,-3)| = 2rt8

Le triangle ABC' a donc une base AB de longueur 12 — (—3), ou 15. La hauteur correspondante
est mesurée sur 'axe des abscisses, entre le sommet C' et le segment AB. Sa longueur est de
4 —(—2), ou 6.
L’aire du triangle ABC est égale a £(15)(6), ou 45.

REPONSE : (E)

Si 50 % de P est égal & 20 % de Q, alors 3P = 2Q, d’olt P = 2Q).
Donc, P est égal & 40 % de Q.
REPONSE : (C)

Puisque le carré supérieur gauche a une aire de 36 cm?, ses cotés ont une longueur de 6 cm.
Puisque le carré inférieur gauche a une aire de 25 cm?, ses cotés ont une longueur de 5 cm.
La hauteur AB du rectangle ABCD est de (5+ 6) cm, ou 11 cm.
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12.

13.

36 cm?

25 cm?

B C

Puisque le carré supérieur gauche a des coés de 6 cm et que le carré inférieur gauche a des cotés
de 5 cm, alors le petit carré, au milieu, a des cotés de 1 cm.

Le carré supérieur droit a donc des cotés de (6 + 1) cm, ou 7 cm.

La longueur AD du rectangle ABC'D est donc égale a (6 + 7) cm, ou 13 cm.

Le périmetre du rectangle ABCD est égal a [2(13) + 2(11)] cm, ou 48 cm.
REPONSE : (E)

A partir du 2 au centre, on peut se déplacer vers six chiffres 0.

Pour chacun des 6 choix du premier chiffre 0, on peut choisir n’importe quel des 2 chiffres dis-
ponibles pour le deuxieme 0 et dans chaque cas, on peut choisir n’importe quel des 3 chiffres 5
disponibles.

Le nombre de chemins disponibles est donc égal a 6 x 2 x 3, ou 36.

REPONSE : (A)

Apres plusieurs tatonnements, on peut se convaincre que la réponse est 2 cotés. Peut-on justifier
cette réponse de fagon mathématique ? C’est plutot compliqué.

On considere I’hexagone régulier ABCDEF et un cercle situé completement a lintérieur de
I’hexagone.
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A B
F C
E D
Il est évidemment possible pour le cercle de toucher a un ou deux cotés de I’hexagone.
A B
F C
E D

Ensuite, on remarque que :

—si le cercle touche aux 6 cotés, alors son rayon est égal a la moitié de la distance entre deux
cOtés opposés (p. ex., AB et DE);

—si le cercle touche a deux cotés opposés, alors son rayon est égal a la moitié de la distance entre
ces deux cotés; pour étre completement situé a l'intérieur de I’hexagone, le cercle doit toucher
aux 6 cotés;

—si le cercle, a l'intérieur de I’hexagone, touche a au moins 4 cotés, il doit alors toucher a au
moins une paire de cotés opposés. Il doit alors toucher aux 6 cotés. Si le cercle touche a moins
de 6 cotés, il doit donc toucher a 1, 2 ou 3 cotés.

Est-il possible pour le cercle de toucher a 3 cotés sans toucher aux 6 cotés?

Si c’est possible, il ne faut pas que le cercle touche a deux cotés opposés.

Il y a deux fagons de le faire — le cercle touche a trois cotés consécutifs, (p. ex., AB, BC, CD)

ou il touche a trois cotés dont aucuns deux ne sont consécutifs (p. ex., AB, CD, EF).

Pour compléter la justification, on examine ces deux possibilités, tout en utilisant la propriété
suivante : si un cercle est tangent a deux droites sécantes, son centre est situé sur la bissectrice
de I'angle formé par ces deux droites.

1¢" cas : Le cercle touche aux cotés AB, BC et CD.
Puisque le cercle est tangent a AB et a BC', son centre doit étre situé sur la bissectrice de 'angle
ABC'. Or, cette bissectrice est la diagonale BE de I’hexagone.

A B

Puisque le cercle est tangent a BC' et a C'D, son centre doit étre situé sur la bissectrice de 'angle
BCD. Or, cette bissectrice est la diagonale C'F' de 'hexagone.

Puisque le centre du cercle est situé sur BE et sur C'F, il doit étre situé au centre de ’hexagone.
Le cercle doit donc toucher aux 6 cotés de I’hexagone.
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14.

15.

2¢ cas : Le cercle touche aux cotés AB, CD et EF.

Puisque le cercle est tangent a AB et a C'D, son centre doit étre situé sur la bissectrice de 'angle
formé par le prolongement de AB et de DC' . Par symétrie, cette bissectrice est la médiatrice
de BC.

A B_ .
~ =~ /"‘
v Ny -
/ PR
1 PR
Fh lyC
\
\
N~ 2
E D

Puisque le cercle est tangent a C'D et a EF’, son centre doit étre situé sur la bissectrice de ’angle
formé par le prolongement de C'D et de FE. Par symétrie, cette bissectrice est la médiatrice
de DFE.

Puisque le centre du cercle est situé sur la médiatrice de BC' et sur celle de DFE| il doit étre situé
au centre de ’hexagone. Le cercle doit donc toucher aux 6 cotés de 1’hexagone.

Dong, si le cercle touche a trois cotés de I'’hexagone, il doit toucher aux 6 cotés.
Si le cercle ne touche pas aux six cotés de I’hexagone, il peut toucher a un maximum de 2 cotés.

(Ce probleme est un exemple d’'un cas ou la réponse est facile a obtenir, mais dont la justi-
fication est passablement complexe. Elle a été ajoutée par souci de précision.)

REPONSE : (B)

Solution 1

Soit L le poids de la lionne, en kg.

Le poids du lionceau femelle, en kg, est donc égal a %L et celui du lionceau male est égal a }IL'
Donc }lL — éL = 14, c’est-a-dire que 13—2L — 12—2L =14, d’ou %L =14, ou L = 168.

Le poids de la lionne est de 168 kg.

Solution 2
Soit F' le poids du lionceau femelle, en kg.
Le poids du lionceau male est donc de (F' + 14) kg.
Le poids de la lionne, en kg, est égal a 6F et a 4(F + 14).
Donc 6F = 4F + 56, d’ou 2F = 56, ou F = 28.
Le poids de la lionne est donc de 6(28) kg, ou 168 kg.
REPONSE : (C)

Puisque (x —4)(5bz +2) =0, alors z —4 = 0 ou bz + 2 = 0.

Siz—4 =0, alors x = 4 et 'expression bx + 2 a une valeur de 22.

Si bx + 2 = 0, alors I'expression 5z 4+ 2 a une valeur de 0. (Dans ce cas, il n’est pas nécessaire
d’obtenir la valeur de x, qui est de —2.)

L’expression bx 4+ 2 peut donc admettre une valeur de 0 ou de 22.
REPONSE : (C)
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16.

17.

18.

19.

Dans chacun des triangles rectangles, la longueur de 'hypoténuse est égale & v/12 + 12, ou /2.
Le cercle 'y a donc un rayon de V2 et le cercle Cy a un rayon de 2V/2.

&)

/4

L’aire de la région ombrée est égale a la différence de 'aire des cercles Cs et Cf.
Elle est égale a 7(2v/2)? — 7(1/2)?, c’est-a-dire & 87 — 27, ou 6.
REPONSE : (D)

Un cylindre de rayon r et de hauteur h a un volume de 7r2h.
Le cylindre qui a un rayon de 2 cm et une hauteur de 8 cm a un volume de (7 x 22 X 8) cm?,
ou 327 cm?®. Rempli, il contient 327 cm?® d’eau.
Soit h la profondeur de I'eau dans le deuxieme cylindre lorsque 'on y a versé ’eau du premier.
Donc 327 = 7(42)h, ou 16wh = 327, d’olt h = 2 cm.
La profondeur de I’eau, dans le deuxieme cylindre, est de 2 cm.

REPONSE : (B)

On peut obtenir un total de 11 points avec 3 bonnes réponses, 2 questions sans réponse et
5 réponses incorrectes.

On peut obtenir un total de 13 points avec 4 bonnes réponses, 1 question sans réponse et
5 réponses incorrectes.

On peut obtenir un total de 17 points avec 5 bonnes réponses, 2 questions sans réponse et
3 réponses incorrectes.

On peut obtenir un total de 23 points avec 7 bonnes réponses, 2 questions sans réponse et
1 réponse incorrecte.

Par élimination, il est impossible d’obtenir un total de 29 points.

(Pourquoi est-ce impossible 7 Si on répond correctement aux 10 questions, on obtient un total
de 30 points. Si on répond correctement a 9 questions, on obtient 27 points pour ces bonnes
réponses. Si I'autre question est laissée sans réponse, on obtient un point de plus pour un total
de 28 points. Si on donne une mauvaise réponse, on a un total de 27 points. Il est donc impossible

d’obtenir un total de 29 points.)
REPONSE : (E)

Puisque Vincent pédale a une vitesse de 24 km/h et que Samuel pédale a une vitesse de 16 km /h,

alors Vincent se rapproche de Samuel a une vitesse de 8 km/h.

Puisque Samuel commence a une distance de 1 km au nord de Vincent, alors Vincent met % d’une

heure pour rattraper Samuel, ce qui est équivalent a % x 60 min, c’est-a-dire a % min, ou 71 min.
REPONSE : (D)
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20. On trace la hauteur AP.

21.

Puisque le triangle ABC' est isocele, P est le milieu du coté BC. Donc BP = PC' = x — 1.
A

x+1 x+1

B x-1 p x-1 C

D’apres le théoreme de Pythagore :

AP=VAB?2—BP?=\/(z+ 12— (z —1)2=/(22+ 22+ 1) — (22— 22+ 1) = Vidz = 2\/x

Donc, 'aire du triangle ABC' est égale a :

S(BO)(AP) = (25 —2)(2/) = 2x — V&

REPONSE : (E)

On considere d’abord I'expression a’ et on choisit des valeurs possibles distinctes de a et de b
parmi les nombres —1, —2, —3, —4 et —5.
Quelle est la plus grande valeur possible de I’expression a®?

Puisque b est nécessairement négatif, on écrit a® = —, tout en remarquant que —b > 0.
o

Si b est impair, alors a® sera négatif, car a est négatif.

Si b est pair, alors a® sera positif.
Pour que I'expression a’ ait la plus grande valeur possible, on attribue & b une valeur paire, soit
—2 ou —4.

b

De plus, pour que a’, ou ait une valeur aussi grande que possible, il faut que a= ait une

—b Y
valeur aussi petite que possible. Donc, a doit avoir une valeur de —1.
L’expression a® admet donc la plus grande valeur possible lorsque a = —1 et que b est égal & —2
ou & —4. Dans chaque cas, a® = 1, car (=1)2 = (-1)"* = 1.
Quelle est la deuxieme plus grande valeur possible de a’?
Il faut encore que b ait une valeur paire pour que la valeur de a® soit positive. On peut supposer
que a # —1.
Pour s’assurer que a’ ait une valeur aussi grande que possible, on utilise la méme logique pour

b — =) c’est-a-dire a® = é.

Les deux plus grandes valeurs possibles de a® sont 1 et %.

On consideére maintenant ’expression a®+c?. Puisqu’une seule variable peut prendre la valeur —1,
la plus grande valeur possible de ’expression est égale a la somme des deux plus grandes valeurs

possibles de I'expression a’, soit 1+ §, ou 4. On I'obtient en calculant (—1)~* + (—3)72.

choisir b = —2 et a = —3, ce qui donne a

REPONSE : (D)
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22.

23.

Soit O le centre du cercle, r son rayon et s la longueur d’un coté du carré. On cherche la valeur
de s°.

Par symétrie, O est le milieu de PS. Donc OP = OS = %QR, d’ou OP = 0OS = 14.

On trace les segments OR et OU qui sont des rayons du cercle. On a donc OR = OU =r.

0 R

s

X Y

P 14 o 14 S sV

Puisque le triangle OSR est rectangle en .S, alors selon le théoreme de Pythagore, on a

OR? = 0S?% 4+ SR?, cest-a-dire 12 = 142 + 122, d’ott 72 = 196 + 144, ou r? = 340.

Puisque le triangle OVU est rectangle en S, alors OU? = OV? + VU?, ou r* = (14 + s)? + s>
Or r? = 340. Donc :

340 = %4 2854196 + s°
0 = 2s°+28s— 144
= 524145 - 172
0 = (s+18)(s—4)

Puisque s doit étre positif, alors s = 4. L’aire du carré STUV est égale a s2, ou 16.
REPONSE : (C)

Lorsque le cube est découpé de la sorte, chaque demi-cube a 7 faces, soit une face hexagonale
formée par la découpure et 6 autres faces provenant chacune d'une des faces du cube.

Par symétrie, l'aire totale de ces 6 faces est égale a la moitié de l'aire totale du cube,
soit X 6 x 4% cm?, ou 48 cm?.

Il reste a calculer 'aire d'une face hexagonale. Par symétrie, il s’agit d'un hexagone régulier. La
longueur d'un de ses cotés est égale a la longueur du segment qui joint le milieu de deux cotés
adjacents d'un carré 4 sur 4, soit v/22 + 22, ou 2v/2.

On cherche I’aire d’un hexagone régulier dont les cotés mesurent 2v/2.

On considere 'hexagone régulier ABC'DEF. Chaque angle intérieur mesure 120°.

On trace les diagonales AD, BE et C'F.

A B

Par symétrie, ces diagonales divisent I’hexagone en 6 triangles équilatéraux ayant des cotés de
longueur 2v/2.
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24.

25.

On considere maintenant un de ces triangles, soit ODFE.
On trace la hauteur OP.
0

E P D

Puisque le triangle ODE est équilatéral, P est le milieu du c6té DE. Donc EP = /2.

Or, OPE est un triangle remarquable 30°-60°-90°. Donc OP = v/3EP, d’ou OP = /6.

L’aire du triangle ODE est égale & $(ED)(OP). Elle est donc égale a 1(2v/2)(v/6) cm?, c’est-a-
dire & v/12 cm?, ou 2v/3 cm?.

L’aire de 'hexagone ABCDEF est donc égale a 6(2v/3) cm?, ou 12v/3 cm?,

L’aire totale de chaque moitié de cube est donc égale & 48 4+ 12v/3 cm?, ou environ 69 cm?.

REPONSE : (A)

D’apres la 1*¢ propriété, il y a un nombre impair de termes. Apres le 1¢ terme, le nombre de
termes est donc un multiple de 2.

D’apres la 2° propriété, apres le 1 terme, le nombre de termes est un multiple de 3, car on saute
toujours 3 termes pour arriver au dernier.

Donc, apres le 1°" terme, le nombre de termes doit étre un multiple de 6. Le nombre total de
termes peut donc étre représenté par 6k + 1.

On considére maintenant les sommes connues, sachant que n = 6k + 1.

Lorsqu’on additionne les termes suivants, soit les 1°*, 3¢, 5°, ..., jusqu’au dernier, on additionne
un total de 3k + 1 termes.

On a donc 3(3k + 1)(a + a + 6kd) = 320, ou (3k + 1)(2a + 6kd) = 640.

(En effet, la somme des termes d’une suite arithmétique est égale a la moitié du produit du
nombres de termes et de la somme des premier et dernier termes. La suite formée des 17, 3¢, 5°
termes, etc., est arithmétique, de méme que celle formée des 1°", 4°, 7¢ termes, etc.)

Lorsqu’on additionne les termes suivants, soit les 1°7, 4°, 7¢, ..., jusqu’au dernier, on additionne
un total de 2k + 1 termes.

On a donc 3(2k + 1)(a + a + 6kd) = 224, ou (2k + 1)(2a + 6kd) = 448.

3k+1 640 on

3k+1 10
2k +1 448 2k+1 7’

On divise la 1'® équation par la 2°, terme par terme, pour obtenir
d'ou k = 3.

Donc (3(3) + 1)(2a + 6kd) = 640, ou 2a + 6kd = 64.

La somme de tous les termes de la suite est égale & 1(6k+1)(a+a+6kd), c’est-a-dire a 1(19)(64),
ou 608.

REPONSE : (C)

Malheureusement, cette question a causé un probleme qui n’a été découvert qu’apres la journée
du concours. Nous remercions le Dr. Yongmoo Kim qui a signalé cette erreur.

Si la question avait été posée comme suit :

Une triligne est une droite dont la somme de 1’abscisse a 'origine et de 'ordonnée a
Iorigine est égale a trois fois la pente. Combien y a-t-il d’entiers ¢, 1 < ¢ < 10000,
pour lesquels il existe au moins un entier positif p de maniere qu’il y ait exactement
une triligne qui passe par le point (p,q)?
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(incluant le mot souligné « positif »), alors la solution suivante aurait été correcte.

On considere une droite de pente m qui passe au point (p,q).

Cette droite a pour équation y = m(z — p) + ¢, ou y = mx + (¢ — mp).

L’ordonnée a l'origine de cette droite est donc égale a ¢ — mp. En posant y = 0, on obtient
I’abscisse a 1’origine, soit mpm— q,

mp—4g
m

Pour que cette droite soit une triligne, il faut que 3m = (¢ — mp) + , ou

3m? = qgm —pm?* +mp —q, ou 3+p)m*— (p+qm+q=0.

Etant donné un point fixe (p,q), il y a exactement une triligne qui passe par (p,q) s’il y a une
seule pente m qui vérifie I'équation (3 + p)m? — (p + ¢)m + q = 0. Cette équation du second
degré ne peut donc admettre qu'une solution. (Il s’agit bien d’une équation du second degré, car
le premier coefficient, soit 3 + p, est positif, p étant positif.)

Donc, pour un point fixe (p,q), il y a exactement une triligne qui passe par (p,q) si le discriminant
de I’équation (3 + p)m? — (p+ q)m + q = 0 est égal & 0, c’est-a-dire si :

(p+q)?—4B+p)g = 0
P 420+ ¢ — 12 —4dpg =
p2—2pq+q2—12q =0
(p—q)?® = 12

Il faut maintenant déterminer combien il y a d’entiers ¢, 1 < ¢ < 10000, pour lesquels il existe
au moins un entier p de maniére que (p — q)? = 12g¢.

Pour que cette derniere équation soit vérifiée, il faut que 12¢ soit un carré parfait. Il faut donc
que 3q soit un carré parfait.

Pour que 3¢ soit un carré parfait, il faut que ¢ soit 3 fois un carré parfait (en effet, la factorisa-
tion premiere de ¢ doit avoir un nombre impair de facteurs 3 et un nombre pair de chaque autre
facteur).

Si ¢ = 3k?, on peut alors résoudre 1'équation (p — ¢q)? = 12¢ qui devient (p — 3k?)? = 36k? et on
a alors p — 3k? = £6k, ou p = 3k* & 6k.

Combien y a-t-il d’entiers ¢, de 1 & 10000, qui ont la forme ¢ = 3k%? La premiere valeur de k
est 1 et la derniere est 57, car 3(58)% = 10092, ce qui est & I'extérieur de l'intervalle.

Il y a donc 57 valeurs de ¢ et la réponse serait (B).

Or, la question a été posée comme suit :

Une triligne est une droite dont la somme de 1’abscisse a 'origine et de I'ordonnée a
Iorigine est égale a trois fois la pente. Combien y a-t-il d’entiers ¢, 1 < ¢ < 10000,
pour lesquels il existe au moins un entier p de maniere qu’il y ait exactement une
triligne qui passe par le point (p, q)?
On procede comme dans la solution précédente pour conclure que m doit vérifier I’équation
suivante :
B+p)m* —(p+qm+q=0

Cette équation admet exactement une solution si le premier coefficient p 4+ 3 est égal a 0 ou si
ce premier coefficient n’est pas égal a 0 et que le discriminant est égal a 0.

Si p = =3, '"équation (¢ — 3)m + g = 0, en m, doit admettre exactement une solution. Or, elle
admet exactement une solution pour chaque valeur de q, sauf ¢ = 3.

Si g = 3, alors pour p = 9, le discriminant de I’équation du second degré est égal a 0.

En d’autres mots, chaque valeur de ¢, de 1 & 10 000, admet au moins une valeur de p de maniere
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qu’il y a exactement une triligne qui passe par le point (p,q). Il y a donc 10 000 valeurs possibles
de q.

Nous nous excusons d’avoir causé cette confusion.
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100 10
10(11)—10>  110-100
=1

REPONSE : (D)

2. V4'+42+ 43 =J1+16+64
=31
=9

REPONSE : (A)

3. Ona x=4et y=3.Donc x—y=1.
REPONSE : (B)

4. Le volume du gateau est égal 2 20X 18X 5 cm’, ou 1800 cm’. Chacun des 25 morceaux a donc
un volume de 1800 cm® + 25 ,ou 72 cm’.
Puisque le giteau a une masse volumique de 2 g/cm’, chaque morceau a une masse de
(2 g/em’)x (72 em?®) ou 144 ¢.
REPONSE : (D)

5. Solution 1
L’inverse du membre de gauche est égal a I’'inverse du membre de droite.

1) 1) 1
2+3\3+4) x+5

2+3)(3+4)=x+5
35=x+5
x=30

Solution 2

(213XSi4):x15
[5N3)-+5

1 1

35 x+5
Les dénominateurs sont donc égaux, d’ou x +5 =235 et x = 30.

REPONSE : (C)
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6. Puisqu’il faut 3 boites de jus pour obtenir % L, alors on obtient % L avec une boite de jus.

2

. . 8 N < g 9. . N
Pour obtenir 8 L, il faut donc (—) botites, c’est-a-dire 8 X 5 boites, ou 36 boites.

9
REPONSE : (A)

7. Solution 1 Solution 2
On simplifie d’abord I’expression.

1 , .
On reporte x = 3 dans I’expression.
x*—4 _ (x+2)(x-2)

= 5 1
x?=2x x(x-2) X"—4 s 4
x+2 xi-2x 1_2
= 25 5
X
<2 1100
=—+— _25 25
X X I 10
2 25 25
=1+—
x 9
On a pu annuler le facteur x —2, car x # 2. __25
: 1 . SR 2 9
Si X=5s I’expression est égale a 1+T’ T s
(5 =t

c’est-a-dire a 1+10, ou 11.
REPONSE : (E)

8. D’apres le graphique, Julie avait 10 L d’essence en arrivant au garage. En partant, elle avait

50 L d’essence. Elle a donc acheté 40 L d’essence au coiit de 36,60 $. Un litre d’essence colite
36,60 $

donc , C’est-a-dire 0,915 $, ou 91,5 ¢.

REPONSE : (A)

9. 4 % de 10 000 est égal a % x10 000, ou 400. En 2004, 1a population de Cayleyville était donc
de 10 400.
12 % de 25 000 est égal a % % 25000, ou 3000. En 2004, la population de Pascalbourg était

donc de 22 000.
En 2004, la différence entre la population des deux villes est égale a 22 000—10 400, ou
11 600.

REPONSE : (B)
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10. D’apres la figure, il faut 3 A pour équilibrer 5 ‘ etl A pour équilibrer 2 . etl ‘ Si
on triple les quantités sur la deuxieme balance, on a 3 A pour équilibrer 6 . et3 ‘ .
En comparant cette balance a la premiere, on a 5 ‘ pour équilibrer 6 . et3 ‘ .On
enleve alors 3 ‘ de chaque plateau pour constater qu’on a 2 ‘ pour équilibrer 6 . Il

faut donc 3 . pour équilibrer 1 ‘
REPONSE : (C)

11. Puisque x est situé entre —1 et 0, alors x? est situé entre O et 1. Donc, —x? est situé entre 1 et
0. Le choix est donc b ou c. Or, le carré x? d’un nombre x, situé entre —1 et 0, est plus pres de
0 que ne I’est le nombre x. Donc, la lettre ¢ représente le mieux la position de —x>.
REPONSE : (C)
12. Puisque R est le milieu du segment PQ et que S est y

le milieu du segment QOR, alors la position de S est

aux % du déplacement de P a Q. 0

Puisque le déplacement horizontal de P a S est de $(14,7)

12 unités vers la droite, alors celui de P a Q est de R

4 o .

3 x 12, ou 16 unités vers la droite. P2 1)

Puisque le déplacement vertical de P a S est de 6

unités vers le haut, alors celui de P a Q est de

4 .z

3 X 6, ou 8 unités vers le haut.

Les coordonnées de S sont (2 +16, 1+ 8), ou (18,9).

REPONSE : (D)

13. Dans le triangle ACD, on a x° + y° +100° =180°, d’ou A

x+y=80 (*).

Puisque les angles ACB et ACD sont supplémentaires,

alors ZACB=180"- ZACD, ou ZACB = 80°.

Dans le triangle ACB, on a donc 2x° + y° +80° = 180°,

d’oll 2x+y =100 (**). B C D

On soustrait I’équation (*) de I’équation (**), membre par membre, pour obtenir x = 20.
REPONSE : (E)

14. Solution 1 A E B
D’apres le théoreme de Pythagore, DC 2= DE*+ EC?,

d’ou DC=35. L’aire du triangle DEC est égale a

S(DE)(EC). c’est-a-dire a (3)(4) ou 6.
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15.

16.

17.

Or, I’aire du rectangle ABCD est égale a deux fois I’aire du triangle DEC.
On a donc (AD)(CD)=12, c’est-a-dire (AD)(5)=12,d’ou AD=2,4.

Solution 2
D’apres le théoreme de Pythagore, DC 2= DE*+EC 2, A E B
d’ott DC=5. Donc, sin(ZEDC)= EC_ i 3 A
DC 5
De plus, sin(ZAED) = 2—3 = % 5
D C

Or, puisque AB et DC sont paralleles, alors ZAED = ZEDC et sin(LAED) = sin(ZEDC).
Donc, ATD = %, d’ou AD=24.

REPONSE : (B)

Puisque x? - y2 =0, alors (x - y)(x + y) =0,dou y=x ou y=-—x. Ce sont les équations de
deux droites, chacune passant a I’origine.
REPONSE : (E)

Soit A I’aire de la partie du triangle qui est a I’intérieur du
cercle et B I’aire de la partie du cercle qui est a I’extérieur du \
triangle. Donc, B est aussi égal a I’aire de la partie du triangle /
qui est a I’extérieur du cercle.
A + B est donc égal a I’aire du cercle, de méme qu’a I’aire du
triangle. Le cercle et le triangle ont donc la méme aire.
Soit r le rayon du cercle.

. 24
Donc 7r? = 1(6)(8), c’est-a-dire que m*=24,d00 r=.[— ou r=2,8.

T
REPONSE : (B)

Puisque la différence entre deux termes consécutifs est constante, alors la différence entre le 3°
et le 4° terme est égale a la différence entre le 1% et le 2° terme. Donc :
(x+2y+2)—(3x+y)= y—x
y=2x+2=y—x
2=x
Les quatre premiers termes de la suite sontdonc 2, y, y+6 et 2y +4.
Puisqu’il y a une différence de 6 entre les 2° et 3° termes, il doit y avoir une différence de 6
entre les 1* et 2° termes. Donc y = 8.
Donc y—x=6.
REPONSE : (E)
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18.

19.

20.

Solution 1

On développe les deux expressions : y = a(x — 2)2 +c et y=Q2x-5)(x-b)
= a(x*—4x+4)+c =2x—(5+2b)x +5b
= ax’ —4ax+(4a+c)

Les coefficients correspondants sont donc égaux. D’apres les coefficients de x*, ona a=2.

D’apres les coefficients de x, on a —(5 +2b) = —4a, c’est-a-dire que 5+2b=8,d’ou b= g

Solution 2
D’apres la premiere équation, 1’abscisse du sommet de la parabole est égale a 2.

D’apres la deuxieme équation, les abscisses a 1’origine de la parabole égalent % et b.

Or, I’abscisse du sommet est égale a la moyenne des abscisses a I’origine.

1(5 L5 3
Donc, 2(2+b)—2,dou §+b—4 ou b—z.

REPONSE : (B)

Soit P $ le prix initial fixé par la gérante.
Elle prévoit que la moitié des 1200 copies initiales, soit 600 copies, seront vendues au prix de
P $, ce qui donnera des recettes de 600P $.
Deux tiers des 600 copies qui resteront, soit 400 copies, seront vendues au prix de 0,6P $
(c.-a-d. P moins 40 % de P), ce qui donnera des recettes de 400(0,6P) $, ou 240P $.
Les 200 dernieres copies seront vendues au prix de 0,25P $ (c.-a-d. P moins 75 % de P), ce qui
donnera des recettes de 200(0,25P) $, ou 50P $.
Pour obtenir des recettes de 72 000 $, il faut que : 600P +240P +50P = 72000
890P = 72000
P = 80,90
Elle doit donc fixer un prix initial de 80,90 $.
REPONSE : (D)

Le ballon roule vers Marcos a une vitesse de 4 m/s et celui-ci court en direction du ballon a une

vitesse de 8 m/s. Marcos se rapproche donc du ballon a une vitesse de 12 m /s. Puisqu’il est a

30 m du ballon, au départ, il mettra % s, ou 2,5 s pour atteindre le ballon.

Le ballon s’éloigne de Michel a une vitesse de 4 m/s, mais Michel court dans la direction du

ballon a une vitesse de 9 m/s. Il gagne donc 5 m/s sur le ballon. Puisqu’il est a 15 m du ballon,

au départ, il mettrait 3 s pour le rattraper si celui-ci continuait a rouler.

Marcos est donc le premier a toucher le ballon. Apres 2,5 s, Michel a gagné 2,5x5 m ou

12,5 m sur le ballon. Au moment ou Marcos touche le ballon, Michel est a 2,5 m de Marcos.
REPONSE : (C)
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21.

22.

Solution 1

1 1
Dans une heure, Brigitte peint 7 de la ligne et Jules peint 7 de la ligne.

Soit 7 le nombre d’heures pendant lesquelles les deux travaillaient. Puisque Brigitte a travaillé
une heure de plus que Jules et puisque la ligne est completement peinte apres les ¢ heures

1
1 o(1 1 -3
pendant lesquelles les deux travaillaient, alors —+1# —+—[=1,d’ou 7= , c.-a-d.
B \B J 1.1
B J
B-1
. B ou = J(B-1)
- |:B + J] ~ B+J
BJ
B-1 BJ — B+
Le nombre d’heures de travail de Brigitte est donc égal a / ) +1,c.-a-d. a S + /
B+J B+J B+J
B(J +1)
B+J
Solution 2

Supposons que Brigitte pouvait peindre la ligne au complet en 1 heure, c.-a-d. que B=1.
Lorsque Jules arrive, il ne pourrait pas participer et le nombre total d’heures de travail de
Brigitte serait égal a 1 heure, c.-a-d. que si B =1, alors peu importe la valeur de J, le nombre
total d’heures de travail de Brigitte serait €gal a 1. Or, si on reporte B =1 dans les cinq

expressions, on obtient :

J+1 J J J-1
(A) T+l (B) J+1 © m‘i‘l (D) 5 (E) T+1

Le seul choix qui est toujours égal a 1, peu importe la valeur de J, est (A).
REPONSE : (A)

Pour que le nombre (Zk)(5300) comporte 303 chiffres, il doit tre supérieur ou égal a 10302 et
inférieur 2 10°%.

Si k était égal a 300, le nombre (Zk)(S 300) serait égal a (23 00)(53 00), ou 10°*. 11 faut donc que k
soit supérieur a 300.

Chaque fois que la valeur de k augmente de 1, le produit est multiplié par 2. Pour que le produit

final comporte 303 chiffres, il faut multiplier 10390 par une puissance de 2 qui se situe entre
100 et 1000. La premiére puissance de 2 qui vérifie cette condition est 27, ou 128.

On a donc k= 307. Le nombre (Zk)(5300) est donc égal a (2307)(5300), c.-a-d. a
(27)(2%)(5**) ou 128 x10*™.

En notation courante, ce nombre comporte les chiffres 1, 2, 8, suivis de 300 zéros.
La somme de ses chiffres est donc égale a 11. REPONSE : (A)
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23. Puisque le triangle ABC est isocele, ZABC = ZACB. Les A

triangles BRP et CSP sont rectangles et ZABC = ZACB. Les

B 24 BP 2
triangles sont donc semblables. Donc LS =— —.

ou ——=
CP 36 CP 3

Puisque BC a une longueur de 65 cm et que BP + CP =65 cm, R S
on adonc BP =26 cmet BP =39 cm. D’apres le théoreme de 10
Pythagore dans le triangle BPR, BR =10 cm. B 26 PF 39 C

On trace la hauteur AF. Puisque le triangle ABC est isocele, la hauteur est une médiane et
BF = 32% cm.
Puisque les triangles BFA et BRP sont rectangles et qu’ils ont un angle commun, ils sont
1
(32)(24)
semblables. Donc ﬂ = E, d’ou FA = v 2r
RP FA

L’aire du triangle ABC est égale a %(65)(78) cm’ ou 2535 cm”.

cmou FA=78 cm.

REPONSE : (D)

24. Puisque f(x)— f(x—2) est une expression du second degré, alors f(x) doit étre un polyndme
du second degré ou plus. S’il était du second degré, le terme en x% de f(x)etde f(x-2)
seraient annulés par la soustraction. (Le vérifier & I’aide d’un exemple.) Le degré de f(x) doit
donc étre supérieur ou égal a 3.

Posons f(x)=ax® + px?+gx+r.
Donc: f(x=2)=a(x=2)"+ p(x=2)" +g(x=2)+r
= a(x3—6x2 +12x—8)+p(x2 —4x+4)+q(x—2)+ r
=ax’ + (—6a + p)x2 + (12a— 4p+q)x + (—8a+ 4p—-2q+ r)
Puisque f(x)— f(x—2)=(2x—1)*, alors :
[ax3 +px2 +gx+ r]—[ax3 +(—6a+p)x2 +(12a—4p+q)x+(—8a+4p—2q+ r)]z 4x>—4x+1

6ax2+(—12a+4p)x+(8a—4p+2q)=4x2—4x+1

En comparant les coefficients, on a

6a=4
—-12a+4p=-4
8a—4p+2g=1

D’apres la 1 équation, on a a= %
On reporte 6a =4 dans la 2° équation pour obtenir -8 +4p=—-4,d’ ot p=1.

1
g .

On reporte a = % et p=1 dans la 3° équation pour obtenir 8(%) —4(1)+2g=1,dou g=—

Donc p+q:%

REPONSE : (B)
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25.11 est difficile, au départ, de visualiser la position du cube k< 8 cm >
dans le cone. Puisque le cube est en équilibre dans le cone A
et qu’une de ses diagonales coincide avec I’axe du cone, il
y a donc un sommet, A, qui pointe vers le bas, trois
24 cm

sommets, B, C et D, qui touchent a la surface du cone et un
sommet, O, qui pointe vers le haut. (On ne fera pas appel
aux trois autres sommets.)

Par symétrie, les sommets B, C et D sont situés dans un plan parallele a la base du cone et ils
forment un triangle équilatéral.

La figure ci-contre indique la position des sommets B, 0

C, D et Q. OB est la longueur de la diagonale d’une face \

du cube (pour le voir, il faut visualiser la situation avec D
attention). G est le point d’intersection des trois A
médianes. Par symétrie, le sommet A, le point G et le B C
sommet Q sont alignés a la verticale, sur I’axe du cone.

On pourra déterminer la distance entre le sommet 7 du cOne et le sommet A du cube en
déterminant

e ladistance entre T et le plan formé par B, C et D,

e ladistance entre A et le plan formé par B, C et D,
et en soustrayant une distance de 1’autre.

Puisque chaque aréte du tétraedre est une diagonale d’une face du cube, chaque aréte, BQ, BC,
BD et CD, a une longueur de 32+3% ou 3\6 .

La figure ci-contre montre le triangle BCD et ses D
médianes BX et CY qui se coupent en G. Le triangle
BGY est un triangle remarquable 30°-60°-90°. On a

2 2 (1
donc BG = ﬁ(BY) ,ou BG = @(2 (BD)). Donc Y X

BG = %(3@), ou BG= «% La distance entre I’axe

du cone et les points ou le cube touche au cone est donc
égale a V6. B C
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On détermine maintenant la distance du point 7" au plan formé -
par B, C et D. La figure ci-contre représente la moitié¢ d’une

coupe transversale du cone. Les points B, T et G sont indiqués. N3
Le point O représente le centre de la base du cone et le point S B 24
représente le troisieme sommet de la coupe transversale.

Les triangles TGB et TOS sont semblables. Puisque le rayon de

Ty B
la base du cone a une longueur de 4, alors T_g = GB d’ou T -

oS’
TG = 24[?] ou TG = 616.

Il reste a calculer AG. Pour le faire, on calculera AQ et QG et on soustraira.
AQ est la grande diagonale du cube. Donc AQ =+/3? + 3%+ 3% ou AQ= 343.
Puisque le triangle BGQ est rectangle, alors QG = +/BQ* — BG*, c.-a-d. que

2 2
GO = \/(3ﬁ) ~(V6)" ou Go=2v3.
Donc AG=AQ0-0G,ou AG= V3.

La distance entre le sommet du cone et le sommet le plus rapproché du cube est donc égale a
TA=TG - AG ou TA=66—+/3.

REPONSE : (A)
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1. On calcule :
3332 +3" -3 est égal 2 27-9+3—1, ou 20. REPONSE : (E)
2. On reporte la valeur de a dans 1’équation :
a® +ab=60
25+5b =60
5b=35
b=17
REPONSE : (A)
3. Puisque deux des mesures d’angles ont une somme de 180°, le diagramme contient une

droite (horizontale). On a donc 4x° + x° =90° ou 5x° =90°, d’ou x=18.
REPONSE : (E)

4. En faisant le tour du cercle la premiére fois, Marie-Eve X
barre le 1, le 4, le 7 et le 10. Il reste alors le 2, le 3, le 5, W 2
le 6,le 8 etle 9.
A partir du 10, le troisiéme nombre qui n’est pas barré
estle 5. Apres le 5, le troisitme nombre qui n’est pas

barré est le 9. 8 A
Marie-Eve barre ainsi le 5 ,1e 9,1e 6 et le 3.
v 5
6
Il reste alors le 2 et le 8. Leur somme est 10. REPONSE : (B)

5. Solution 1
Puisque I’ours a perdu 20 % de sa masse initiale, alors 220 kg représentent 80 % de sa
masse initiale. Donc 20 % de sa masse initiale correspond a 55 kg (un quart de 220 kg).
Sa masse initiale est donc égale a 220+ 55, ou 275 kg. (On remarquera que cette somme

correspond a gx 220.)

Solution 2
Soit x la masse initiale, en kilogrammes.
Puisque I’ours perd 20 % de sa masse initiale pendant 1’hibernation :

&x =220
100
100
x=——(220)
80
x=275
Sa masse initiale était donc égale a 275 kg. REPONSE : (D)

6. Solution 1
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Lorsque g des participants seront des filles, g des participants seront des garcons.
Puisqu’il y a 6 garcons et que ce nombre ne change pas, il doit y avoir 16 participants en
tout de maniere que % , ou g des participants soient des garcons. Puisqu’il y avait 8

participants au départ, il faut ajouter 8 filles.

Solution 2
Soit f'le nombre de filles qu’il faut ajouter. Donc :
2+f 5
8+ f 8
16+8f=40+5f
3f=24
f=8
REPONSE : (D)
7. Puisque I’aquarium a une hauteur de 30 cm, et qu’il est a moitié rempli, I’eau atteint une

profondeur de 15 cm.
L’aire de la base de 1’aquarium est égale a 20 x 40, ou 800 cm®. La profondeur de 1’eau

qui est ajoutée est donc égale a ,ouS cm.

La profondeur de I’eau dans 1’aquarium est donc égale a 15+ 35, ou 20 cm.
REPONSE : (C)

8. Puisque les segments AD et BC sont perpendiculaires, le produit de leur pente est égal a

7-(-4)

11
—1. Or la pente de BC est égale a , ou 3 La pente de AD est donc égale a 1—31

(On remarquera que 1’on a pas employé les coordonnées de A!)
REPONSE : (A)

9. Solution 1
La moyenne de deux nombres correspond au nombre qui est a mi-chemin entre les deux.

Si on écrit 1_4 et 1_2 on voit que le nombre a mi-chemin entre eux est 3
520 10 20 q 20°
31 20
Or 20> 20 . Donc x—?.
3
Solution 2

Puisque la moyenne de % et de % est égale a l, alors :
X
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10.

11.

12.

13.

1 1
st 1
2 X

3
w0_1
2 x

=
Il

REPONSE : (A)

Puisque Carla prend trois pas, alors que Jacob en prend quatre pour parcourir la méme
distance, Carla prend 18 pas pour parcourir la distance que Jacob parcourt en 24 pas.
Puisqu’elle parcourt 0,5 m par pas, elle parcourt 9 m en 18 pas. Jacob parcourt donc 9 m
en 24 pas. REPONSE : (B)

On détermine toutes les routes possibles :
De A aXaB,ilya?2routes, puisqu’il y a 2 arétes de A a X.
DeAaXaYaB,ilya6routes, puisqu'il y a2 arétes de A a X et 3 arétes de Y a B.
DeAaYaB,ilya3routes, puisqu’il y a 3 arétes de Y a B.

Il'y a donc 11 routes de A a B, dont 8 passent par le point X.

La probabilité pour que Maya choisisse une route qui passe par le point X est égale a 1%

REPONSE : (A)

Puisque le triangle ABC est rectangle, on utilise le théoreme de Pythagore pour

obtenir AC? =10 +10%, d’ott AC=+200, ou AC=10y2.

Puisque AD=AC—DC, alors AD=102-10, 0u AD =4,1.

A T'unité pres, AD = 4. REPONSE : (E)

Solution 1
Puisque x? - y2 = (x - y)(x + y), etque (x + y)(x—y)=(1)(3), alors x? - y2 =3.

2 2 2 2
Donc 2° 7" =23 ou 27 =38.

Solution 2
Puisque x+y=1 et x—y=3, on peut additionner les équations, membre par membre,

pour obtenir 2x =4, ou x =2. On reporte cette valeur dans la premiere équation pour
2 2
obtenir y=1. Donc x> — y”estégala 4—1,ou3 et 2° 7 est égal a 2°, ou 8.
REPONSE : (B)
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14.

15.

16.

17.

Puisque ZPRM =125°, alors ZQRP = ZNRM =55°. Donc :
ZAPR=180" - ZQPR

=180° - [180° — a” — 55°]

=55"+a
De méme, ZQPR =55 +b°". 1l s’agit d’un angle
extérieur du triangle POR.
Puisque APQ est une droite :

(55° + a°) + (55° + b°) =180°

a’+b"+110° =180°

a+b="170
REPONSE : (A)

Soit 7 la longueur d’un c6té du triangle équilatéral. Le périmetre est donc égal a 3t.

Les cinqg choix donnent, pour le périmetre, les valeurs respectives 3, 30, 54, 60 et 75.
Puisque la longueur des cotés du carré est un entier, le périmetre doit étre divisible par 4.
Parmi les périmetres possibles du triangle équilatéral, seul 60 est divisible par 4.

Donc t=20. REPONSE : (D)

Soit a, b, c et d les chiffes du nombre. Donc abcd = 810.

On doit déterminer comment exprimer 810 comme produit de quatre chiffres non nuls
différents. On écrit d’abord 810 en factorisation premiere. On a 810=81x10, d’ou
810=2x3*x5.

Un des chiffres doit donc étre un multiple de 5. Or le seul tel chiffre est 5. Un des chiffres
du nombre est donc 5.

On doit donc déterminer trois autres chiffres distincts dont le produit est égal a 3*x2.
Seuls les chiffres 3, 6 et 9 sont des multiples de 3. Or le produit de ces nombres est égal a

3% x 2. Les autres chiffres sont donc 3,6et9.
Les chiffres du nombre sont donc 3, 5, 6 et 9. Leur somme est égale a 23.
REPONSE : (C)

Solution 1

Soit ZABC =6.Donc ZADC =26,d ou ZADB=180°-26 et ZBAD=6.
Le triangle ADB est donc isocele et BD= DA. Donc DA =2x.
Puisque la longueur de AD est deux fois celle de DC et A

que le triangle ADC est rectangle, il s’agit d’un triangle 5
30°-60°-90°. Donc ZADC =60°, d’ou ZABC = 30°.

Le triangle ABC est donc lui aussi un triangle 30°-60°- 2x

90°. Donc ZBAC = 60°. Or cet angle est opposé au coté

BC de longueur 3x). 0 20 ]

B 2x D x C
2 s N 2
Donc AB = —3BC, c’est-a-dire que AB = ﬁ@x), ou AB=2+3x.
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18.

19.

Solution 2

Soit ZABC =6.Donc ZADC =26,d ou ZADB=180°-26 et ZBAD=6.
Le triangle ADB est donc isocele et BD= DA. Donc DA =2x.

Puisque les triangles ADC et ABC sont rectangles : A
AB? = BC? + AC? 5
_ pe2 2 2
=BC? +(AD*- DC?) .
2 2 2
=(3x)" +((2x)" -
(3x) +((22)7 - ) . o«
= 9_x2 + 3x2 B 2x D x C
=12x7
Donc AB=+/12x, ou AB=2+/3x. REPONSE : (C)

. e , 2z . A 4
Le cofit pour modifier le réglage du moteur, 400 $, est équivalent au colit de ——, ou

b

500 L d’essence. Pour recouvrer le colit de la modification, la propriétaire doit donc
parcourir une distance qui épargnera 500 L d’essence.

Au départ, la voiture consomme 8,4 L d’essence aux 100 km. Apres la modification, elle
consomme 6,3 L aux 100 km, soit une épargne de 2,1 L aux 100 km.

Pour épargner 500 L d’essence, il faudrait parcourir % %100, ou 23 809,52 km.

>

REPONSE : (D)

Soit X le point sur SF, de maniere que BX soit perpendiculaire a SF.
Donc BX=3m, XF=1met XS=3m.
Le triangle BXS est donc un triangle rectangle isocele et S

on a donc ZBSX =45°. T
Soit Y le point sur SF, de maniere que 7Y soit
SR 2 3

perpendiculaire a SF. 3

Donc 7Y =3 met SY =1 m. B X
1 1
w 3 F

Puisque le triangle STY est rectangle, tan(£7TSY)= ?, Sl
T

d’ou LTSY =71,6°. 3 Y

Puisque LTSB= ZLTSY — ZBSF, ZTSB="T71,6°—45°,

ou /TSB =27°. 3
w 3 F

REPONSE : (A)
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20.

21.

22.

Puisque a, b et ¢ sont les termes consécutifs d’une suite géométrique, on a %: %, d’ou
b* =ac.
Soit A le discriminant de 1’équation ax® +bx+c=0.Donc :
A=b*—4ac
=ac —4ac
=—3ac
<0 puisque a et ¢ sont positifs

Puisque le discriminant est négatif, la parabole ne coupe pas 1’axe des abscisses. Puisque
le coefficient a est positif, la parabole est située completement au-dessus de 1’axe des
abscisses. REPONSE : (C)

Pour mieux comprendre la suite, il est préférable d’en écrire les premiers termes, tout en
espérant y trouver une régularité. Soit ¢, le nieme terme de la suite. Donc le premier
terme est #;, le deuxiéme terme est #, et ainsi de suite. On a donc :

Hh=6, t2:%t1=3, t;=3t, +1=10, 1, :%%:5, ts=16, t,=8, t; =4, tg=2,
ty=1, 1p=4, 41, =2, 1, =1, 113=4, ...
Puisque chaque terme de la suite ne dépend que du terme précédent, alors un terme
répété, comme le 4 ici, engendrera un cycle répété, soit 4, 2, 1, 4, 2, 1, etc.
On remarque que le cycle a une longueur de 3 et que 79 =1. On aura donc 1y =1, ¢, =1,
tis =1, tjg =1, etc. Chaque terme dont I’indice est un multiple de 3 sera donc égal a 1.

Donc g9 =1et tj50=4. REPONSE : (D)
Solution 1

On considere un pentagone qui vérifie la condition A

donnée. On démontrera que chaque diagonale est |

parallele au coté opposé. B E
Puisque les triangles BCD et CDE ont la méme base et 1

la méme aire, ils ont la méme hauteur. Les points B et E X

sont donc a la méme distance du coté CD. A

C D
La diagonale BE est donc parallele au c6té CD. De méme, les autres diagonales sont
paralleles aux cOtés opposés.
On trace BD, CE et BE. Puisque BD est parallele a AE et que CE est parallele a AB, alors
BAEX est un parallélogramme. L aire du triangle BEX est donc égale a 1’aire du triangle
EAB, c’est-a-dire a 1.

Soit 7 I’aire du triangle CXD. L’aire du triangle CXB est donc égale a 1— ¢, de méme que
celle du triangle EXD.
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Puisque les triangles CXD et CXB ont une méme A
hauteur, le rapport de 1’aire de I’un a I’aire de I’autre est
égal au rapport des longueurs des cotés correspondants. B E

DX
Donc —:L. De méme, Q:L
BX 1-t¢ EX 1-t¢

Or puisque BE est parallele a CD, le triangle CXD est
semblable au triangle EXB et le rapport de I’aire du
premier a I’aire du second est égal au carré du rapport
des longueurs des c6tés. Donc :

Aire du triangle EXB 1 (1 - t)z

Aire du triangle CXD 1

t

P P . N 3—V5 P .
On développe et on réduit pour obtenir *=3t+1=0,d o0 1= f, car ¢ est inférieur a

L.
L’aire du pentagone est donc égale 2 1+1+¢+(1—¢)+(1-1), ou 4 —. Elle est donc

égale a SHVS , ou environ 3,62.

Solution 2
Le probléme laisse croire que le pentagone n’a pas une forme particuliere. On supposera
donc que le pentagone est régulier.

Soit ¢ la longueur de ses cotés. On déterminera d’abord la valeur de c.

On considere le triangle ABC. Puisque les angles intérieurs d’un pentagone régulier
mesurent chacun 108°, le triangle ABC est isocele et ZABC =108°.

Soit X le milieu de AC. On trace BX, qui est
perpendiculaire a AC, puisque le triangle ABC est
isocele. De plus, BX est une bissectrice, d’ou
ZABX = ZCBX = 54°.

Donc BX = c¢(c0s54°) et AX = CX = c(sin54°).

Puisque I’aire du triangle ABC estégalea l,ona 1= %[c(cosS4°)][2c(sin54°)], d’ou
SR
sin54°cos54°
L’aire du pentagone est égale a la somme de I’aire des triangles C
ABC, ACE et CDE . Or deux de ces triangles ont une aire de
1. Il reste a déterminer I’aire du triangle ACE'. B D
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23.

On trace la médiane AY . Puisque le triangle ACE est isocele, A
CY=YE = c et ZACE = ZAEC=T72°.

Donc AY = %c(tan72°). On a donc :

Aire du triangle ACE = ;c[;c(tan 72°)]

= L 2(tan720) 72° | 72°
4 C <Y ¢E

B tan72° 2 2

" 45in54°cos54°

=1,618

Selon le diagramme précédent, I’aire du pentagone est environ égale a 1,618 + 2, ou 3,62.
REPONSE : (A)

Soit 2a, 2b et 2¢ les longueurs respectives des arétes de la boite. Soit A, B, C, D, E, F, G
et H les sommets. Soit P, Q et R les centres respectifs de trois faces qui ont un sommet
commun.

Onadonc PO=4, QR=5 et PR=6. D 2c C

On tentera d’exprimer chacune de ces distances en 2b
fonction de la longueur des arétes de la boite. P p
Soit M le milieu de I’aréte AB. On joint Pa M, Q a M et A .
Pao. 2a R/H
Puisque P est le centre de la face ABCD et que PM est 0

perpendiculaire a AB, alors PM = %AD =b. De méme, F G

MQ=a.

Puisque MP et MQ sont perpendiculaires a AB et qu’ils sont situés dans les plans
perpendiculaires ABCD et ABGF, alors MP est perpendiculaire a MQ et le triangle QMP
est donc rectangle.

D’apres le théoreme de Pythagore, PQ2 =MP*+M Q2 D 2c C
ou 16=a’ +b>. 2b b/__vP

De méme, en utilisant PR, on a36=a” +c’; en utilisant A M B .
OR,ona 25=5b%+c>. 2 al___.: R/H
On a donc 16=a2+b2, 36=a’+c’et 25=b% +c>. 0

On veut déterminer le volume de la boite, qui est égal a
(2a)(2b)(2c), ou 8abc .
On additionne les trois équations, membre par membre, pour obtenir
77
77=2(a2 +b° +c2), ou a’+b*+c? =5
On soustrait chacune des trois premieres équations de cette derniere équation pour obtenir
cZ—E bz—éet az—Z
277 T2 2
27)(5)(45 < 453
Donc a’b*c? = M, d’ou abc = 6075 ,ou abc = —(
8 V 8 242

F G
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24.

10

Onadonc V = S(M), ouVs= (2«/5)(45«/3), d’olt V =904/6 cm’.
242

REPONSE : (C)

On récrit I’expression comme suit :
(14 (14 207) (14 42°) (1 877 )(1+ 1621+ 32675 (14 67|

2 2 2 2 2 2 2
=(1+20x3°) (1+21x31) (1+22x32) (1+23x33) (1+24x34) (1+25x35) (1+26x36)

r 2 r r r
Or le développement de (1 +27x° ) est 142" x> +2"x> +2* x* . On remarque que
chacun de ces termes a la forme 2™ x>, ot m égale 0, 1 ou 2.
Lorsqu’on multiplie le développement des sept parentheses, chacun des quatre termes de
chaque parenthese est multiplié par chacun des quatre termes de chaque autre parenthese.
Chaque terme du produit aura donc la forme

) 0 1, A2 3 4 5 6
20a+1b+2¢+3d+4e+5f+6gxa3 +b3 +c3°+d3’ +e3" +f3°+g3 .ola,b,cd, e,fetg auront chacun

une valeur de 0, 1 ou 2.

Pour déterminer le coefficient de x2°%, posons

a3’ +b3' + 3% +d3% + 3% + £3° + g3 =2003.
On rappelle que chaque coefficient est égal a 0, 1 ou 2.
On considere d’abord g. Supposons que g est égal a O ou a 1. La plus grande valeur
possible du membre de gauche, a3’ +b3' + 3% +d3* +e3* + £3° + g3°, est donc
2-3%42.3'4+2.32+2.3° +2-3* +2-3° + 3°, ou 1457. Puisque cette valeur est
inférieure a 2003, on doit avoir g=2.
On reporte cette valeur dans 1’équation et on simplifie. L’équation devient

a3’ +b3' + 3% +d3’ +e3t + £3° =545,
On considere ensuite f. Supposons que fest égal a 0 ou a 1. La plus grande valeur
possible du membre de gauche est donc 2-3° +2-3' +2.3% +2.3% +2.3% + 3% ou 485.
Puisque cette valeur est inférieure a 545, on doit avoir f =2.
De la méme fagon, on détermine que e=0, d=2, c=0, b=1et a=2.

[On aurait pu considérer 1’égalité a3’ +b3' +¢3% +d3% +e3* + f35 + g36 =2003
comme 1’expression du nombre 2003 a la base 3. Un calcul simple nous permet d’écrire
20034, =2202012,,;, ce qui donne la méme solution.]

trois *

Chaque terme qui contient x20% est donc de la forme
0(2)+1(1)+2(0)+3(2)+4(0)+5(2)+6(2) 2003 [\ 529 2003

2003 2 29 X 2003

Pour déterminer le coefficient de x“-, on doit déterminer le nombre de termes
avant la simplification du produit. Or chacune des sept parentheses de la forme

1+ 2rx3 + 2rx3 + 22rx2'3 a contribué au moins un terme pour former le produit
p p
229 2003
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25.

Puisque a =2, le développement 1+ x + x + x> de (1+ x)* a contribué le terme x> au

produit. De la méme maniere, puisque d =2, f =2 et g=2, les développements de

2 2 2
(1 + 23x33) , de (1 +2° x35) et de (1 + 26x36) ont chacun contribué leur dernier terme.

2 2
Puisque ¢ =0 et e=0, les développements de (1 + 22x32) et de (1 +2° x34) ont chacun

contribué leur premier terme, 1.

2
Puisque b =1, le développement de (1 +21%7 ) a contribué les deux termes du milieu,

1 1
2'x? et 2'x” .11y aura donc 2 termes 2%’ x**” dans le produit. Leur somme est égale a

2. 229)62003, ou 230)(2003.

2003 est 230.

Le coefficient de x REPONSE : (C)

D’apres 1’énoncé, les nombres 4 +2112 (c.-a-d. 2116), n+2112 et 4n+2112 doivent
étre des carrés parfaits.

On vérifie que 2116 = 46%. On cherche donc des entiers positifs, x et y, tels que

n+2112=x%et 4n+2112= y2. Puisque n est un entier positif, x et y doivent €tre
supérieurs a 46.

On a trois inconnues, mais on peut éliminer le » en manipulant les équations pour obtenir
4n+4(2112)= 4x% et 4n+2112= y2. On soustrait, membre par membre, pour obtenir
4x% - y?=3(2112).

On factorise le membre de gauche et on écrit le membre de droite en factorisation
premiere pour obtenir (2x + y)(2x - y) =203%1.

On doit donc déterminer les valeurs possibles de x et de y, qui donneront les valeurs
possibles de n. On peut procéder par tatonnements, ce qui risque d’étre long. On peut
réduire le travail en procédant par analyse.

Soit 2x+y=Aet 2x—y=B,ou AB= 253%11. On résout ce systeme pour obtenir

A+B A-B
et y=">—.

Puisque AB est pair, A ou B doit étre pair.

X =

Puisque y = est un entier et que A ou B est pair, A et B doivent étre pairs.

Puisque le produit de A et de B, 26371 1, admet six facteurs 2, alors A ou B doit admettre
au moins trois diviseurs 2. Donc A ou B doit €tre divisible par 8 et de ce fait, par 4.

Puisque x = est un entier et que A ou B est divisible par 4, alors A et B sont

divisibles par 4.

Soit A=4a et B=4b.Donc x=a+bet y=2a—2b et ab=23"11.

[On peut supposer que y est positif, car si y était négatif, les roles de a et de b seraient
renverseés. |

Puisque y est positif, alors a > b. Combien y a-t-il de possibilités pour a et b, de sorte que
ab=2%3%11? L’entier 223%11 admet (2+1)(2+1)(1+1), ou 18 facteurs.

Il'y a donc 9 couples (a, b) possibles, soit
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(396,1), (198,2), (132,3), (99, 4), (66,6), (44,9), (36,11), (33,12), (22,18).
Seuls les sept premiers couples donnent des valeurs de x et de y supérieures a 46, c’est-a-
dire des valeurs positives de n.
Il y a donc 7 valeurs possibles de n.
[Pour compléter la démonstration, il est préférable de déterminer ces valeurs.
Onan=x>-2112,d’ot n= (a+ b)2 —2112. Les valeurs correspondantes de n sont
155497, 37 888, 16 113, 8497, 3072, 697 et 97.] REPONSE : (B)
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1. Six=3,alors:5-2x>=5-2(3)

=5-18
- 13 REPONSE : (C)
2. 343 27+3
224+2  4+2
_30
6 RE :
_5 EPONSE : (E)

3. Ona 56=24+24+8. Puisqu’il y a 24 heures dans une journée, 56 heures correspondent a
deux journées completes, plus 8 heures. Il faut donc ajouter 8 heures a 9 h 04. On obtient
17 h 04. REPONSE : (B)

4. On examine chacun des cinq énoncés.
25 est un carré parfait, puisque 25= 5.
31 est un nombre premier, puisque ses seuls diviseurs positifs sont 1 et 31.
3 n’est pas le plus petit nombre premier, car 2 est un nombre premier.
8 est un cube parfait, car 8 =27,
15 est le produit de deux nombres premiers, car 15=3x5. REPONSE : (C)

5. L’aire de I’affiche est égale a 50100, ou 5000 cm”.
L’aire du portrait de Pierre de Fermat est égale a 20 x 40, ou 800 cm’.

Le pourcentage de la surface de 1’affiche qui est recouverte par le portrait est €gal a
800

5000

x100 %, ou 16 % REPONSE : (B)

6. Soit G, H,Y, Jet Cl'age respectif de Gisa, Henri, Yvan, Justine et Catherine. D’apres la
premiere phrase, H < G < J.D’apres la deuxieéme phrase, C <Y < G. On voit que J est plus
grand que G, H, Y et C. Justine est donc la plus grande. REPONSE : (D)

7. On peut déterminer la réponse en obtenant, par titonnements, les dimensions des divers
rectangles. Si on suppose que le petit rectangle en haut a gauche, a une largeur de 2 et une
hauteur de 3, alors le rectangle a sa droite, qui a lui aussi une hauteur de 3, doit avoir une
largeur de 5. On conclut que le rectangle, en bas a droite, a une hauteur de 5, de méme que
le rectangle ombré. Celui-ci a une largeur de 2, comme le premier rectangle. Le rectangle
ombré a donc une largeur de 2 et une hauteur de 5, ce qui donne une aire de 10. On peut
aussi résoudre le probleme de facon algébrique, mais la stratégie présentée est probablement
la plus efficace. REPONSE : (E)
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10.

11.

12.

13.

Puisque les carrés ABCD et DEFG ont les mémes A y2 G
longueurs de cotés, alors DC = DE et le triangle CDE

est donc isocele. Donc ZDEC = Z/DCE =70°,d’ou :

ZCDE =180"-170° - 70° = 40° . >
et

y°=360°- LZADC - ZCDE — ZGDE

y°*=360"-90° —40° —90°
y° =140°
y =140 REPONSE : (E)

C 0 E

Il 'y a 20 choix possibles, dont six sont des multiples de 3, soit 3, 6,9, 12, 15 et 18.

La probabilité pour que la balle choisie soit un multiple de 3 est égale a 2—60

REPONSE : (B)

Puisque ABCD est un carré, AB= BC. Donc :
x+16=3x
16=2x
x=8

Chaque c6té a donc une longueur de 8 +16, ou 24. Le carré a donc un périmetre de 96.
REPONSE : (C)

-2-0

0-1"
D’apres le premier point, I’ordonnée a I’origine de la droite est égale a —2. La droite a donc
pour équation y=2x—2. Puisque le point (7, b) est sur la droite, 1l vérifie I’équation. Donc
b=2x7-2,0u b=12. REPONSE : (A)

ou 2.

La pente de la droite est égale a

On détermine d’abord le plus grand et le plus petit carré parfait de trois chiffres.

Le plus petit carré parfait de trois chiffres est 100. En effet, 100 =107,

Puisque 71000 = 31,6 et que 317 =961, le plus grand carré parfait de trois chiffres est 961.
Les seuls carrés parfaits de 100 a 961 sont les carrés des nombres 10, 11, ..., 31.
Ilyena?22. REPONSE : (B)

Un nombre « double-singulier » est de la forme aab, a et b étant des chiffres différents. Il y
a 9 possibilités pour a (puisque a ne peut égaler 0). Pour chacune de ces possibilités, il y a 9
possibilités pour b (puisque b peut égaler n’importe quel chiffre de 0 a 9, a I’exception de la
valeur de a). Il y a donc 9x9, ou 81 nombres doubles-singuliers.

REPONSE : (A)
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14. On divise 2002 par 7 pour obtenir 286, d’ou 2002 =7 x 286. Puisqu’il y a 7 entiers par

15.

16.

17.

rangée et que le dernier nombre de chaque rangée est le multiple de 7 qui correspond au
numéro de la rangée, alors le nombre 2002 doit étre situé dans la 7° colonne et dans la 286°
rangée. Donc m=7 et n=286,d’ou m+n=293. REPONSE : (D)

D’apres la regle, le troisieme terme est égal a a + 2 et le quatrieme terme est €gal a
a+2+(a+2),o0u 2(a+2). De méme, le cinquieme terme est égal a 4(a +2) et le sixieme
terme est égal a 8(a +2). Puisque le sixieme est égal a 56, on a 8(a+2) =56, d’ou
a+2=Teta=>5. REPONSE : (E)

Solution 1

Par mise en évidence de facteurs communs, on a :
ac+ad+bc+bd =68

a(c+d)+b(c+d)=68

a(4)+b(4)=168

4(a+b)=068

a+b=17

Puisque c+d =4, alors :
a+tb+c+d=(a+b)+(c+d)

=17+4
=21

Solution 2

Puisque ¢ +d =4, posons ¢ =d =2. On reporte ces valeurs dans I’équation :
ac +ad +bc +bd = 68

2a+2a+2b+2b=68

a+b=17
Comme dans la solution précédente, (a+b)+(c +d)=21. REPONSE : (D)

Soit F' le nombre de femmes dans le groupe.
Puisque I’age moyen des femmes est de 28 ans, I’age total des femmes est égal a 28 F.
Il'y a 140 — F hommes dans le groupe. L’age total des hommes est donc égal a 21(140 - F).
Puisque 1’age moyen du groupe est de 24 ans, on a :
Age total du groupe

=24
140
28F +21(140-F) _,
140
28F +21(140) — 21F =24(140)
7F = 3(140)
F =60

Il y a 60 femmes dans le groupe. REPONSE : (D)
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18. Puisque E coincide avec F, Alors BE = BF et 3 B 8 E
4BFC = ZBEC =90".
Donc BECF est un rectangle. Puisque EC =8 cm, alors
BF =8 cm. Donc BE = FC =8 cm. Puisque AB=AE - BE,
alors AB =3 cm. D’apres la relation de Pythagore : F

BC=+BF*+FC? > 11 ~i
=64 +64

=128

=11,31 cm
Le périmetre du trapeze ABCD est a peu pres égal a 3+11,31+11+8, ou 33,31 cm. Il est
donc plus pres de 33,3 cm. REPONSE : (A)

19. Ona:
pa3b _ 8(610)
23 =2([(3]")
pa3b — 23(210310)

hagb _ 13310
Donc a=13et b=10,d’ou b—a=-3. REPONSE : (E)

20. Puisque les triangles ABC et PQOR sont équilatéraux ) p
avec des cotés de longueur 9, ils sont congruents. T“'\_ﬁ units
On peut faire subir au triangle ABC une translation de g unite~

| R/ 0
']

A

8 unités vers le haut, pour que le coté CB soit sur YQ, et
de 15-9, ou 6 unités vers la droite, pour que B coincide

avec Q. Le triangle ABC coincide alors avec le triangle
POR.
Pour se rendre de A a P, on doit bouger de 8 unités vers le

B VA
15 |

haut et de 6 unités vers la droite. Selon la relation de

Pythagore, la distance de A a P est donc égale a 6% +8%,
ou 10 unités.

IZ
lC

REPONSE : (A)

21. Puisque \/ééz 2n+1=9,alors Eéz 2n+1

= 81.
1 35 2n—1 1 35 2n—1

Dans le membre de gauche, chaque numérateur, a I’exception du dernier, est annulé par le
dénominateur de la fraction suivante. Il s’agit d’un produit téléscopé. L.’équation devient

2n+1
T _81,0u2n+1=81,dob n=40. REPONSE : (C)

donc

22. Onn’a guere de choix que de calculer la valeur de f(2) a I’aide des renseignements donnés.
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)= f1+1)

= f)+ f+2(1)(1)
=4+4+2
=10

De méme :

f(4)=r(2+2) f®)=f4+4)

=fQ)+ f(2)+2(2)(2) =f@)+ f(4)+2(4)(4)
=10+10+8 =28+28+32
=28 =&8

On aurait aussi pu utiliser £(2)= f(1+1), f(3)= f(2+1), f(4)=f(3+1), ... jusqu’a f(8).
REPONSE : (C)

23. Lorsqu’on a ajouté m autres 8 et k autres 9 au tableau, on a un total de 9+ m + k nombres et
leur somme est égalea 1+2+3+4+5+6+7+8+9+8m+9k, ou 45+8m +9k.
Puisque leur moyenne est égale a 7,3, on a :

Somme des nombres au tableau

=173
Nombre de nombres au tableau

45+8m+9k 73

9+m+k 10
450 + 80m + 90k = 657 + 73m + 73k
Tm+17k = 207

Puisque m et k sont des entiers strictement positifs et que 17(13) = 221> 207, alors k <13.
Par tatonnements, on accorde a k les valeurs enticres de 1 a 12 et on vérifie si m prend des
valeurs entieres selon 1’équation. La seule possibilité est k =6, ce qui donne m =15.

Donc k+m=21. REPONSE : (B)

24. On calcule d’abord le volume de chaque contenant de forme cylindrique :

Vgrand = 75(6)2(20)
=720m cm’

Vpetit = TE(S)Z(I 8)
= 450m cm’

Figure 3 Figure 4
Le volume initial d’eau dans le grand cylindre est égal a :

Vinitial deau — TC(6)2(17)

=6121 cm’

Si le petit contenant était fermé a 1’aide d’un couvercle et qu’on le baissait jusqu’au fond du
grand contenant, comme dans la Figure 3, il serait completement recouvert d’eau et une
partie de I’eau aurait été versée a I’extérieur du grand contenant. De plus, le niveau de 1’eau

irait jusqu’au haut du grand contenant, puisque le volume initial d’eau et le volume du petit
contenant dépassent le volume du grand contenant.
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Si on enlevait le couvercle, toute I’eau qui est au-dessus du petit contenant s’écoulerait dans
le petit contenant. Cette eau est au départ dans une région de forme cylindrique de rayon
6 cm et de hauteur 2 cm. Son volume est égal 2 7(6)7(2), ou 727 cm’. Il s”agit donc du

volume d’eau dans le petit contenant a la toute fin, lorsque celui-ci repose au fond du grand.
On a donc 727 = 7(5)*h, ou h représente la profondeur d’eau dans le petit contenant.

72
Donc h = 25_75, ou h=2,88 cm. REPONSE : (D)
T

25. Pour résoudre ce probleme, il faut bien comprendre que si a, b et ¢ représentent les
longueurs des cotés d’un triangle, alors a+b >c, a+c>b et b+ c > a. Cette relation est
appelée I’inégalité du triangle. On peut I’énoncer d’une autre facon : Sia, betc
représentent les longueurs des c6tés d’un triangle et si a <b < c, alors il faut que a+b>c
soit vrai, sinon les cotés de longueurs a et b ne seraient pas assez longs pour former un
triangle. Les deux autres inégalités doivent étre vraies, puisque c représente la plus grande
longueur.

Soit x la longueur de la sixieme aréte. A

Le diagramme représente le tétraedre. Le triangle ABC

représente la base du tétracdre et le sommet D représente 52
I’apex. Le diagramme indique aussi que le tétraedre est formé

de quatre triangles, ABC, ABD, ADC et BDC.

B 70 C
Soit BC =70. Puisque I’aréte BC est un c6té de deux triangles, ABC et BDC, un de ces
triangles est formé de cotés de longueurs données. Selon I’inégalité du triangle, les seules

possibilités pour les longueurs des deux autres cOtés de ce triangle sont 40 et 52, ou 20 et 52.
Soit AC=52.

Si AB =40, les longueurs 14, 20 et x n’ont pas encore été utilisées. Or des cotés de
longueurs 14 et 20 ne peuvent former un triangle avec un troisieme c6té de longueur 40, 52
ou 70. Donc AB ne peut égaler 40.

Si AB =20, les longueurs 14, 40 et x n’ont pas encore été utilisées. Or des cotés de
longueurs 14 et 40 ne peuvent former un triangle avec un troisieme coté de longueur 70. On
adonc BD=x ou DC=x.

Si DC = x, le triangle ABD doit avoir des cOtés de A

longueurs 20, 14 et 40, ce qui est impossible. Donc

BD=x. 20 52
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1" cas : AD=14 et DC =40 A

Dans le triangle ABD,ona 20+14 > x et 14+ x > 20.

Puisque x est un entier, alors 7 < x < 33. 20 52
Dans le triangle BDC, 40+70> x et x+40>70.
Puisque x est un entier, alors 31<x <109.

Ces deux inéquations donnent 31 < x < 33.

2°cas : DC=14 et AD=40 A

Dans le triangle ABD, ona 20+40 > x et 20+ x > 40.

Puisque x est un entier, alors 21 <x <59. 20 52
Dans le triangle BDC, 14+70>x et x+14 >70.
Puisque x est un entier, alors 57 < x < 83.

Ces deux inéquations donnent 57 < x < 59.

B 70 C

Il y a donc 6 valeurs possibles de x, soit 31, 32, 33, 57, 58 et 59.

[Remarque : Chacune des six possibilités permet de former un tétracdre. En composant ce
probleme, nous avons découvert qu’il est possible de trouver des longueurs de cotés qui
permettent de former 4 triangles sans qu’il soit possible de les assembler pour former un
tétraedre. Cela mérite une exploration. ] REPONSE : (E)
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Partie A

1. S x+2x+3x+4x=5,aorsxest éga a:

(A) 10 B) 5 ©) > (D)2 E) 2
Solution
X+2X+3Xx+4x=5
10x=5
X 1

2
REPONSE : (B)

2. S x= %, laguelle des expressions suivantes a la plus grande valeur?

1 —
(A) x (B) x* (C) 53X (D) - (E) Vx
Solution
On calcule lavaleur de chague expression.
2 1 T
1 1 1(1 l1
A% ® (3) © 3(3) )1 B\
4
_1 _1 _ 1
=1 8 =1x4 =2
=4

RePoNsE : (D)

3. Dansune écoale, 20 filles et 30 garcons se sont inscrits au concours Fermat. Des certificats ont été
remis a 20 % des filles et a 10 % des garcons. Quel pourcentage des éléves inscrits ont regu un
certificat?

(A) 14 (B) 15 (C) 16 (D) 30 (E) 50

Solution
Puisgue 30 gargons se sont inscrits et que 10 % d’ entre eux ont regu un certificat, aors (0,1)(30),

ou 3 garcons ont regu un certificat. De méme, des 20 filles qui se sont inscrites, (0,2)(20), ou 4
filles ont recu un certificat. 1l y a donc 7 éléves sur 50, ou 14 % des éléves qui ont recu un
certificat. REPONSE : (A)
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4.  Deux rectangles sont partiellement superposés comme dans 8
le diagramme. La partie commune forme un rectangle.
L’ airetotale de larégion ombrée est égale a: S 2

15
(A) 45 (B) 70 (C) 52 -4 4

(D) 76 (E) 73

Solution 1
Airede @ = aire du grand rectangle — aire du rectangle @
=40-3

—37 51 @

Aire de Q) = aire du grand rectangle — aire du rectangle @ 15
€ 4
=36-3
=33 9
L’aire delarégion ombrée est égalea: @ + @ + @)
=37+3+33
=73

O

Solution 2
Aire delarégion ombrée
= (aire du rectangle 5x 8) + (aire du rectangle 4 x 9) — (aire du chevauchement)
=40+36-3
=73
RePoNsE : (E)

5. Dansletriangle ABC, ZA=3/4B et /B=2/C.Lamesuredel’angle B est égaea:

(A) 10° (B) 20° (C) 30° (D) 40° (E) 60°
Solution
Puisqu’il Sagit d’un triangle, on a: A
Z/ A+ /B+/C=180° ////A\\\\\\\\\
1
£ZB)+£B+=(«£B)=180°
A8)+ 28+3(<9 : -
£ZB=40°

RePoNsE : (D)

6. Patrick remet la moitié de ses billes a son meilleur ami, puis il remet un tiers des billes qu’il lui
reste a sa sceur. Si sa soaur regoit 9 billes, alorsle nombre de billes que Patrick garde pour lui est :
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(A) 27 (B) 54 (C) 18 (D) 36 (E) 9

Solution
Soit x le nombreinitial de billes que Patrick avait en sa possession.

1 .. . . .11
IIdonnedoncExblllesasonmalleuralnlet§><—

1 .. .
5%, 0U X billes a sa soaur.

Donc: %x=9
X=54
Patrick a donc remis 27 billes & son ami et 9 billes a sa soaur.

Le nombre de billes que Patrick garde pour lui est égal a 54— 27-9, ou 18.
RePoNsE : (C)

7. Danslediagramme, le carré ABCD ades cotés de longueur A_I B
2, M est le milieu de BC et N est le milieu de CD. L’aire
de larégion ombrée BMND est égale a: +
(A) 1 (B) 242 (C)g 2
0) 3 () 4-32
2 2
D
Solution
L’aire du triangle MNC est égale a %(1)(1), ou % Puisque le triangle BDC est la moitié du carré,
son aire est égale a 2.
L’ aire de larégion ombrée est égale al’aire du triangle BDC moins celle du triangle MNC.
Elle est donc égale a 2—%, ou g RePoNsSE : (D)

8. S 5+11-7=+5+11—-+/x, alorslavaeur dex est:
(A)1 B)7 ) -7 (D) 49 (BE)4

Solution
V5+11-7=+5+11—/x

79 =116 —/x
3=4-x

Jx=1

x=1
REPONSE : (A)
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9. Un sac contient 20 bonbons : 4 au chocolat, 6 a la menthe et 10 au caramel. Des bonbons sont
retirés du sac, au hasard, et mangés. Quel est le nombre minimum de bonbons qu’il faut retirer du
sac pour étre certain gu’ au moins deux bonbons de chague sorte ont été mangés?

(A)6 (B) 10 (©) 12 (D) 16 (E) 18

Solution

Au plus, on pourrait retirer 17 bonbons avant de retirer un deuxieme bonbon au chocolat, soit tous
les 6 bonbons a la menthe, les 10 bonbons au caramel et un bonbon au chocolat.

Il faut donc retirer au moins 18 bonbons du sac pour étre certain gu’au moins deux bonbons de
chague sorte ont été mangés. RerPoNSE : (E)

10. Lorsqu’un entier positif N est divisé par 60, le reste est égal a 49. Lorsque N est divisé par 15, le

resteest égal a:

(A)O (B)3 (C)4 (D)5 (E)8

Solution

Il'y a plusieurs fagons de résoudre ce probleme. Voici une fagon facile. Puisque N donne un reste
de 49 lorsgu’ on le divise par 60, N doit &tre un nombre de laforme 60k + 49, k=0,1, 2, ...

Les premieres valeurs possibles de N sont 49, 109, 169, 229, ... Si on divise ces nombres par 15,
on obtient toujours un reste de 4. RePoNsE : (C)

Partie B

11. Laracine quatriéme de 2001200120012001 (¢’ est-a-dire 4/2001200120012001) est plus prés de:
(A) 2001 (B) 6 700 (C) 21000 (D) 12000 (E) 2100
Solution
2001200120012001 est & peu prés égal & 2x10”, ou 2000x 10%.

La racine quatriéme du nombre est donc & peu prés égale & 1/2000x10%, c'est-a-dire a

4/2000 x 10°, ou 6,7 x1000. Elle est donc plus prés de 6700. REPONSE : (B)
12. Combieny a-t-il de valeurs entiéres de x qui vérifient XT_l < g < i54’?

(A)O (B)1 (C)2 (D)3 (B)4

Solution

S on multiplie lestrois fractions par 3(5)(7), lesinégalités sont conservées et on a:
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13.

14.

960 2D < @i & <3t L
35(x —1) < 75< 21(x+ 4)
On doit donc avoir :
B(x-D<75 et 2U(x+4)>75

3Bx—-35< 75 et 21x+84> 75
35x<110 21x>-9
1 9
X< 35 X>——
Les seules valeurs entieres de x qui vérifient les deux inéquations simultanément sont 0, 1, 2 et 3.
Il'y en aquatre. RePoNsE : (E)
ABCDEFGH est un cube ayant des c6tés de longueur 2. A B

P est le milieu de EF. L’aire du triangle APB est égale
a:

(A) 8 (B) 3 (C) V32
(D) ~2 (E)6 G
Solution

Labase AB du triangle APB aune longueur de 2. La hauteur correspondante du triangle est égale
a BF . D’ aprés le théoréme de Pythagore, BF = v2? + 22, ¢’ est-&-dire que BF = +/8.

L’airedu triangle APB est égale a 2><2\/§ ,ou /8. REPONSE : (A)

Le dernier chiffre (¢’ est-a-dire le chiffre des unités) du nombre (2002)%%% est :

(A) 4 (B)2 (C)8 (D)0 (E)6

Solution

Le chiffre des unités du nombre (2002 est le méme que celui du nombre
trois autres chiffres de 2002 n’ ont aucun effet sur le chiffre des unités de la réponse.

On écrit les premiéres puissances de 2 et on cherche une régularité dans le chiffre des unités.

n | 1| 2
| 2 | 4]

)2002 22002

, puisque les

34|55 | 6|7 ][8]0%9
8 | 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512

On voit que les chiffres des unités se répétent a toutes les quatre puissances. Celui de 22000 ot 6
celui de 22°°? est 4. e chiffre des unités de (2002)?%? est donc 4. REPONSE : (A)
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15.

16.

Un cercle est tangent al’axe desy au point (0, 2) et laplus

grande de ses abscisses al’origine est 8. Le rayon du cercle
est égal a:

(A) 3 (B) v17 ©) 7
(D) (E) =
Solution

Soit C le centre du cercle et r son rayon.

Alors CQ est perpendiculaire al’ axe desy et salongueur
estr.

L’ abscisse de C est donc r et son ordonneée est 2.
Onadonc C(r, 2).

On abaisse une perpendiculaire CS al’ axe des x.

Dans le triangle rectangle CSP, ona CP=r, CS=2 et
SP=8-r.

(O, 2)¢

Q(0,2)

r C

O

\ > X

N_S_“Ps 0

D’ aprés le théoréme de Pythagore, ona r? = (8—r)*+2%, d'ol r*=64—16r +r°+4, 16r = 68 et

1

r 7

Dans un triangle rectangle ABC, AX=AD et CY=CD,
comme I'indique le diagramme. La mesure de I’angle XDY
est:

(A) 35° (B) 40° (C) 45°
(D) 50° (E) indéterminée par ces données

RePoNsE : (C)
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17.

18.

Solution
Soit «DYC=60. Puisque le triangle YDC est isocele, A
ZYDC=6.
Donc «£YCD =180°-26 (somme des angles du triangle
YDC).
Donc ZCAB=20-90° (somme des angles du triangle X
ABC).
Dansletriangle AXD, £ AXD = ZADX, d'ou
20 —-90°+ 2 AXD =180°.
Donc £ AXD =135°-6.
Or: ZADX+ £ XDY + £YDC =180°
£ XDY = 45°

180°— 20

RePoNsE : (C)

Trois nombres différents sont choisis tels que lorsqu’ on additionne tour atour un des nombres ala
moyenne des deux autres, on obtient 65, 69 et 76. La moyenne des trois nombres choisis est égale
a:

(A) 34 (B) 35 (C) 36 (D) 37 (E) 38
Solution

Soit a, b et ¢ les trois nombres.

Selon I'énoncé, on a a+%:65, b+%‘: 69 et c+%b: 76.

On multiplie chaque membre de chaque équation par 2 pour obtenir 2a+b+c=130,
a+2b+c=138 et a+b+2c=152.
On additionne les trois équations, membre par membre, pour obtenir 4a+ 4b+4c =420, ou

a+b+c=105.

Lamoyenne des trois nombres est égale a ar 2+ ¢ , ou 35. ReEPONSE : (B)

Les deux petits cercles du diagramme ont le méme rayon.

Chacun des trois cercles est tangent aux deux autres cercles —

et chacun est tangent a des co6tés du rectangle. Si le

rectangle a une largeur de 4, salongueur est égalea: 4

(A) 2++/8 (B) 3++8 (C) 3+410 K

(D) /32 (E) 4++/3
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19.

Solution

Soit R le rayon du grand cercle et r celui des petits

cercles.

Puisque les cercles sont tangents aux cotés du rectangle, 4
les rayons sont perpendiculaires aux cotés du rectangle.

On adonc 2R=4, dou R=2. De plus, 4r=4, d'ou

r=1

Soit C;, C, et C; lescentres des cercles et P le point de tangence des petits cercles.

On trace le segment C,P et on |e prolonge jusqu’ aux cotés du rectangle.

Lalongueur du rectangle est égalea R+ C,P +r, ou 3+ C;P.

Le segment C,C, passe par e point de tangence de deux cercles. Sa longueur est donc égale a
R+r, Cest-adirea 3.

Puisque C,P est perpendiculaire a C,P, le triangle C,C,P est rectangle. D’ apres le théoreme de
Pythagore, ona 3% = (C,P)” +12, d'oll (C;P)’ =8 et CP=2V2.

Lalongueur du rectangle est donc égale a 3+2+/2. REPONSE : (B)

—_ =Y =\=

-

A chague jour, Carla quitte |’ école & la méme heure. Si elle pédale & une vitesse de 20 knv/h, elle
arrive a lamaison a 16 h 30. Si elle pédale a une vitesse de 10 km/h, €elle arrive a la maison a
17 h 15. A quelle vitesse, en km/h, doit-€elle pédaler pour arriver alamaison a17 h?

(A) 162 (B) 15 (C) 13; (D) 12 (E) 18,

Solution
On sait que la distance a parcourir est laméme dans tous les cas. On a donc une équation :
Distance parcourue a 20 km/h = Distance parcourue a 10 km/h

Soit t e temps, en heures, que prend Carlalorsqu’ elle pédale a une vitesse de 20 km/h.
Lorsgu’ elle pédale a une vitesse de 10 km/h, elle prend 45 minutes de plus et le temps qu’elle

prend est donc égal a t + % L’ équation devient donc :
20t = 10(t + §)
4

20t =1Ot+37?

10t="1°

2
t=2 oy 3
20 4

Donc d:20><§, ou d =15 km.

Si ellearriveal7 h, alors t :§+%, out= ;. Soit v savitesse lorsqu’ elle arrive a cette heure.
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20.

Donc v =

b\m““nﬁlo_

v=15x 4
5

v=12 km/h
Carladoit pédaer a une vitesse de 12 km/h pour arriver a17 h. RePoNSE : (D)

On considere un point P sur ladroite d équation y=5x+ 3 et le point Q dont les coordonnées sont
(3,—2). Si M est le milieu du segment PQ, alors M doit étre situé sur ladroite d’ équation :

5, 7 7 5041
(A) y=5X=5 (B) y=5x+1 © y—_*x_g (D) y= S Xt5 (E) y=5x-7
On trace la droite donnée, définie par y=5x+3. Elle
passe par le point (0, 3). y
Solution 1
On choisit le point P(0, 3) sur ladroite.
Le milieu du segment PQ est le point M(3+0 %) ou P(0, 3)
31
M) (-2.9)
La droite que |I’on cherche doit passer par le point M et e > X
doit passer par le milieu de n'importe quel segment
joignant un point de la droite donnée et le point Q. La
seule droite qui satisfait a cette condition est la droite de
pente 5, passant par M(g %) Son équation est :
1 3
y‘i‘ix‘ﬂ
ou y=5x-7 y=5x+3 Vl

Solution 2
Soit P(a, 5a+3) un point sur ladroite d’ équation y=5x+3 et soit M(Xx, y) le milieu du segment
PQ. On cherche une équation de la droite qui contient tous les points M. Puisque M(x,y) est le

milieu de PQ :
a+3 (ba+3)+ (-2
M(x, y) = ( a3 ))
(a+3 5a+1j
2 L
3ety 5a+1

On adonc x=

. On isole a dans chaque équation pour obtenir a=2x-3 et
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a= 2y_—1 Puisqu’il s agit du méme a, alors 2x—3:2yT_1.
10x-15=2y-1
y=5x-7
L’ équation est y=5x—7. ReEPONSE : (E)
Partie C
21. On forme une spirale de nombres, en commengant par 1, 10>11~> 12*13
comme dans le diagramme. Si |a spirale est prolongée de la g 2>3 14
méme facon, dans laquelle des configurations suivantes Y S S 2
retrouvera-t-on les nombres 399, 400 et 4017 T ? 1 3’ 1¢5
(A) 399> 400~ 401 (B) 401< 400<399 Zf T<6<5 1f
©) (D) (E) 21 <20<19<18<17
401 399 400 > 401
A v A
400 400 399
A \
399 401
Solution
On remarque les configurations suivantes :
2 3
1 @
5
et 10 11 12 13

9 2 3 14
8 1 4 15

17

Si on gjoute un tour delaspirale,ona: 26 27 28 29 30 31
25 10 11 12 13 32

24 9 2 3 14 33
23 8 1 4 15 34
22 7 6 5 11 35

21 20 19 18 17
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On voit donc que tous les carrés parfaits pairs paraissent dans la configuration suivante.
(2k)? -1
\2
(2K)?
\2
(2k)? +1

Le nombre 400 = (20)2 parait donc dans la configuration :
399

\J
400

\J

401
RePoNsE : (D)

22. Une bouteille fermée, contenant de I’ eau, a été construite en attachant un cylindre de rayon 1 cm
aun cylindre de rayon 3 cm, comme dans la Figure A. Lorsgue la bouteille est tenue a |’ endroit,
le niveau de |’ eau est & une hauteur de 20 cm, comme I'illustre la vue de face dans la Figure B.
Lorsque la bouteille est tenue a |’ envers, le niveau de |’ eau est a une hauteur de 28 cm, comme
I"illustre la Figure C. Quelle est la hauteur totale de la bouteille, en centimétres?

Niveau

g ./ del'eau .
@ 20 cm 28 or
Figure A Figure B FigureC
(A) 29 (B) 30 (C) 31 (D) 32 (E) 48
Solution

Soit h la hauteur totale de la bouteille, en centimétres.

Le volume de I’ eau est e méme dans les deux positions. De méme, le volume de la partie vide est
le méme dans les deux positions. Or il est plus facile de calculer le volume des deux parties vides.
Danslafigure B, la partie vide a une hauteur égalea h—20.

Son volume est donc égal & mt x 1% x (h— 20), ou wt(h— 20).

Danslafigure C, la partie vide a une hauteur égale a h— 28.
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23.

Son volume est donc égal a 1t x 3% x (h—28), ou 9n(h— 28).
Puisque ces volumes sont égaux, on a:
n(h—20) = 9n(h - 28)
h—20=9h-252
8h =232
h=29
La hauteur totale de la bouteille est de 29 cm. REPONSE : (A)

On définit une suite t;,t,, ..., t,, ... cOmme suit :

t;=14

t, =24 -5t _,, lorsque k> 2.
Pour chague entier strictement positif n, on peut exprimer t, comme suit : t, = p-q" +r, ol p, q et
r sont des constantes. Lavaleur de p+q+r est:

(A) =5 (B) -3 (©)3 (D) 17 (E) 31
Solution 1
Puisque t, = p-q" +r, pour chague entier n>1, alors:

t;=pg+r

t,= pg° +r

ty = pa+r.

Or t; =14, t, = 24-5(t;) = 24 —5(14) = —46 et t3 = 24—5t, = 24 —5(—46) = 254.
Donc: pg+r=14 Q)
pq2 +r=-46 (2
pq3 +r=254 (3)
En soustrayant (2) — (1), membre par membre, on a pg” — pg=-60, ou pg(q-1)=-60 (4).
En soustrayant (3) — (2), membre par membre, on a pg® — pg” =300, ou pg’(q—1) =300 (5).
En divisant (5) par (4), membre par membre, on obtient q=-5.
On reporte q=—5 dans (1) et dans (2) pour obtenir :
—-5p+r=14 (6)
25p+r=-46 (7)
En additionnant 5x (6) a(7), membre par membre, on obtient 6r =24, ou r=4,d'ou p=-2.
Donc p+q+r=-2-5+4,0u -3 et t,=-2(-5)" +4.

Solution 2
Onreporte t,=p-q" +r et t ;= p-q“‘1+r dans |’ équation t,, = 24 —5t,,_; pour obtenir :
p-q”+r:24—5(p-q”‘1+r)
p-q"+5pq"t=24—5r —r

p-q"(q+5)=24—6r.
Puisque le membre de droite est indépendant de n, le membre de gauche doit I’ étre aussi.
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Donc q+5=0,d ou gq=-5. (Onsait que p# 0, sinon t,, serait une constante.)

Donc 24—6r =0,d ou r =4.

L’ équation t, = p(=5)" + 4 devient, pour n=1, 14=—-5p+4,d ol p=-2.

Donc p+q+r=-3. REPONSE : (B

24. Lecercledecentre Aaunrayonde 3. Il est tangent ala y
partie positive de |’ axe des x et ala partie positive de
I’axedesy. Le cercledecentreBaunrayonde 1 etil
est tangent ala partie positive de I’ axe des x et au cercle
de centre A. Ladroite L est tangente au deux cercles.
L’ordonnée al’ origine de ladroite L est :

(A) 3+6+/3 (B) 10+3+2 (C) 8V3
(D)10+2+/3 (E) 9+33

Solution y
Soit C(c, 0) et D(0, d) les points d’ intersection
respectifs de ladroite et des axesdes x et des y.

On trace le segment AC qui passe par le point B, car
AC est labissectrice de|’angle OCD.

Aux points A et B, on abaisse des perpendiculaires a

I’ axe des x, jusgu’ aux points respectifs E et F.

On abaisse aussi une perpendiculaire AH al’axedesy.
Onadonc AH = AE=3.

D(0, d)

00,0 3 E F  C(c0)

Le diagramme ci-contre illustre lestriangles ACE et A
BCF qui sont semblables, puisque leurs angles sont 4
congrus deux a deux. 3 X

Soit x=BC. Donc:
X XxX+4

1 3
X=2
Dansletriangle BCF, FC? =22 —-1?, ou FC? = 3.
FC=+3, (FC>0).
Letriangle est donc un triangle 30° — 60° — 90° et on a £BCF =30° et £ZOCD =60°.



SOLUTIONS DU CONCOURS FERMAT 2001

D’ aprés les triangles semblables, on adonc EF = 2+/3.

On adonc le diagramme ci-contre. D(O, d)
Donc : d=/3(3+3/3)
=3/3+9 30°
L 60°

00,00 343/3 €0
RePoNsE : (E)

25.  On considére un tableau formé de 10 rangées de 10
points, comme dans le diagramme. Chaque point est
rouge ou bleu. Lorsgue deux points d’ une méme
couleur sont en positions adjacentes dans la méme
rangée ou laméme colonne, ils sont joints par un
segment de la méme couleur que les points. Lorsgue
deux points de couleurs différentes sont en positions
adjacentes, ils sont joints par un segment vert. En tout,
il y a52 pointsrouges. Il y a2 points rouges dans les
coins et 16 autres points rouges sur les cotés formant
I’ extérieur du tableau. Les autres points rouges sont a
I’intérieur du tableau. 11 y a 98 segments verts. Le
nombre de segments bleus est égal a:

(A) 36 (B) 37 (C) 38
(D) 39 (E) 40
Solution

On remarque d' abord qu’il y a9 segments dans chagque ligne et chaque colonne, pour un total de
9(10) + 9(10), ou 180 segments.

Soit B le nombre de segments bleus et R e nombre de segments rouges. On adonc

B+ R+98=180, d ou B+ R=282, puisgu’il y a 98 segments verts.

Un segment qui arrive a un point rouge peut étre rouge ou vert. On veut compter le nombre total
de segments qui arrivent a des points rouges. Dans ce total, les segments verts seront comptés une
fois chacun, tandis que | es segments rouges seront comptés deux fois, puisqu’ un segment rouge
relie deux points rouges.
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Il'y a2 segments qui arrivent a un point rouge de coin.

Il'y a3 segments qui arrivent a un point rouge situé sur un
coteé formant I’ extérieur du tableau

Il'y a4 segments qui arrivent a un point rouge situé a
I"intérieur du tableau.

Le nombre total de segments qui arrivent a des points rouges est donc égal a:
2(2)+3(16)+4(34) =188
Puisque 98 de ces segments sont verts, les autres 188 — 98, ou 90 segments sont rouges, maisils
ont été comptés deux fois. Il y adonc vraiment 45 segments rouges. Donc R= 45.
Donc B=82—-R,dou B=37. ReEPONSE : (B)

6 9 95 I 9o
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Partie A

1.

La somme de 29+12+23 est égale a:

(A) 67 B) 44 () 88 (D) 64° (E) 2°
Solution
20 +12+23=64
=26 REPONSE : (E)

Si la suite de cinq fleches, illustrée ci-dessous, se répete sans cesse, quelle fleche sera située dans
la 48¢ position?

A — 5 B / (©) \ D «__ (B

Solution
Puisque la suite se répete, apres neuf cycles, la cinquieme fleche sera dans la 45° position.
La troisieme fleche sera donc dans la 48° position. REPONSE : (C)

Un fermier possede 7 vaches, 8 brebis et 6 chevres. Combien d’autres chevres devrait-il acheter
pour que la moiti€ de ses animaux soient des chevres?

(A) 18 B) 15 (O©)21 D)9 (E)6

Solution 1
Puisqu’il y a 15 animaux qui ne sont pas des chevres, il faut 15 chevres pour que la moitié des
animaux soient des chevres. Le fermier devrait donc en acheter neuf.

Solution 2

Soit x le nombre de chevres qu’il faut ajouter.

Le nombre total de chevres est donc égal a 6 + x, tandis que le nombre d’animaux est égal a
21+ x. Donc :
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2(6+x)=21+x

124+2x=21+x
12+ x=21
x=9
Comme dans la solution 1, le fermier devrait acheter neuf chevres. REPONSE : (D)

4. Ondivise le carré de 9 par la racine cubique de 125. Quel est le reste?
(A)6 B)3 (C) 16 D)2 E)1
Solution
Le carré de 9 est 81 et la racine cubique de 125 est 5.

Lorsqu’on divise 81 par 5, le quotient est 16 et le reste est 1.
En effet, 81=5x16+1. REPONSE : (E)

5. Lasomme et le produit de 2, 3, 5 et y sont égaux. Quelle est la valeur de y?

1 10 10 3 10
(A) 3 ®) 3, © % D) E) <
Solution
Ona: (2)(3)(5)(y)=2+3+5+y
30y=10+y
29y =10
_10 REPONSE : (C)
Y= 29

6.  Un éleve utilise une calculatrice pour obtenir une réponse, mais au lieu d’utiliser la touche , il

utilise la touche par erreur. Sa réponse est 9. Quelle réponse aurait-il dii obtenir?
(A) 243 (B) 81 (C) 729 D)3 (E) 6561
Solution 1

Puisque +/x =9, x=81.
Donc x% =812, ou 6561.



SOLUTIONS DU CONCOURS FERMAT 2000 4

10.

Solution 2
Puisque la racine carrée du nombre affiché est 9, le nombre affiché était 81. Il aurait di obtenir
812, ou 6561. REPONSE : (E)

La somme de (—300)+(-297)+(-294) + ... +306 + 309 est :
(A) 309 (B) 927 (C) 615 D) 918 (E) 18
Solution

On peut montrer quelques termes de plus de cette expression :
(=300) + (-297) +(-294) + ...+ (-3) + 0+ 3 +...+ 294 + 297 + 300 + 303 + 306 + 309

La somme de —300 a 300 est égale a 0. La somme recherchée est donc égale a 303 +306 + 309, ou
918. REPONSE : (D)

Lors d’un référendum a 1’école, = des éleéves ont voté « oui » et 28 % ont voté « non ». Si aucun
5

bulletin de vote n’a été annulé, quel pourcentage des éleves n’ont pas voté?
(A) 72 % (B) 40 % (©C)32% D) 12 % (E) 88 %

Solution
Puisque % des éleves, ou 60 %, ont voté « oui » et que 28 % ont voté « non », 88 % des éleves ont

voté. Donc 100 % — 88 %, ou 12 % des éleves n’ont pas voté. REPONSE : (D)
Les nombres 6, 14, x, 17,9, y et 10 ont une moyenne de 13. Quelle est la valeur de x+ y?

(A) 20 (B) 21 (C)23 (D) 25 (E) 35

Solution

Puisque les sept nombres ont une moyenne de 13, leur somme est égale a 7x13, ou 91. Donc
6+14+x+17+9+y+10=91,0u x+y+56 =91.

Donc x+y=35. REPONSE : (E)

Si x(x(x+1)+2)+3:x3+x2+x—6,alorsxestégalé:

(A) 11 B) -9 (C) -4 0u3 D)-10ul (E) -2
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Solution
On peut exprimer le membre de gauche de 1’équation comme suit :
x(x(x+l)+2)+3:x(x2 +x+2)+3

=x>+x2+2x+3
L’équation devient : CAxP+2x43=x+x"+x-6

2x+3=x-6
x=-9 REPONSE : (B)

Partie B
11. Lorsqu’on fait subir au pentagone régulier une réflexion par

rapport a la droite PQ, suivie d’une rotation de 144° dans

le sens des aiguilles d’une montre, dont le centre de rotation

est le centre du pentagone, on obtient :

P Q

A) P 0 B) P 0 ¢ Z 2 () 1@ (E) 1@

Solution P 0

Apres la réflexion, I’image correspond a la figure ci-contre. @

Chacun des angles au centre du pentagone mesure 360° + 5, ou 72°. Une
rotation de 144° (c’est-a-dire 2 x 72°) dans le sens des aiguilles d’une montre %

N
Q

placera I’image dans la position ci-contre.

REPONSE : (C)

12.  Si on évaluait I’expression 15° x 28> x557, 1a réponse se terminerait par une série de zéros
consécutifs. Combien de zéros y aurait-il dans cette série?

(A) 10 (B) 18 (C) 26 (D) 13 E)S
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Solution
Chaque zéro a la fin du produit provient du produit de 2 et de 5. Il faut donc compter le nombre de
fois que ce produit survient dans 1’expression.

Or: 15°%28%x55" =(3-5)°(22-7) (5-11)
=30.50.210.7°.57 .11’
=3°.5.77.11" - (2-5)"
Il y aura dix zéros. REPONSE : (A)

13.  On divise le rectangle ABCD en cinq rectangles congruents A B
comme dans le diagramme. Le rapport AB: BC est égal a :

(A) 3:2 (B) 2:1 (C)5:2 D C

(D) 5:3 (E) 4:3

Solution A 53 118

Si chaque petit rectangle a une largeur de 1 unité, chacun 1

a une longueur de 3 unités comme l’'indique le 1 :

dlagramme. D C

On voit que AB:BC =5:3.

REPONSE : (D)

14.  ABCDEF est un hexagone régulier dont les diagonales FC A B

et BD se croisent au point G. Le rapport de I’aire du

quadrilatere FEDG a celle du triangle BCG est égal a : P G c

(A) 343:1 (B) 4:1 (C) 6:1 \

(D) 2+/3:1 (E) 5:1 E D

Solution 1

On trace les diagonales AD, BE et AE. On trace un A B

segment parallele a AE, passant par le point "‘.__ __.-":

d’intersection de BE et de AD. Le quadrilatere FEDG F NG c

est formé de cinq triangles identiques au triangle BCG.

Le rapport des aires est égal a 5:1.
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15.

16.

Solution 2
Supposons que les cotés de 1’hexagone ont chacun une B
longueur de 2 unités. Puisque chaque angle de 1’hexagone
° 1 .
mesure 1207, £ZBCG=—-(120°) ou 60°. Le triangle 2
> (1209 S

BCG est un triangle 30°-60°-90°. Donc BG =+/3 et

GC=1. (Il s’agit d’un résultat bien connu. On peut ]
I’ obtenir en considérant le triangle BCG comme la moitié
d’un triangle équilatéral et en utilisant le théoréeme de

Pythagore.)
L’aire du triangle BCG est égale a l(1)\6, ou Y3,

2 2 F 1 2 G
D’apres le diagramme ci-contre, 1’aire du quadrilatere =
FGDE est égale a 2(«/?) + g ou i VE VE
Le rapport des aires est égal a i g ou 5:1. E D

REPONSE : (A)

Dans une suite, chaque terme, a partir du troisieme, est le double de la somme des deux termes
précédents. Le septieme terme de la suite est 8 et le neuvieme terme est 24. Quel est le onzieme
terme de la suite?

(A) 160 (B) 304 (C) 28 (D) 56 (E) 64

Solution
Soit #;, 15, 1y, 1), €t t;; les termes numéros 7 a 11.

Puisque 7, = 2(t7 + tg), alors 24 = 2(8 + tg), d’ou 1y =4.
Donc: 1t,,= 2(t8 + t9)
=2(4+24)
=56
et 1, =2(ty+1,)
=2(24+56)
=160 REPONSE : (A)

On place les chiffres 2, 2, 3 et 5 au hasard ’un a c6té de 1’autre pour former un nombre de quatre
chiffres. Quelle est la probabilité pour que la somme du premier et du dernier chiffre soit paire?

(A) 4 (B) 1 © 1 (D) 5 (E) 3
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17.

18.

Solution

Les nombres de quatre chiffres que 1I’on peut former avec les chiffres 2, 2, 3 et 5 sont 2235, 2253,
2325, 2352, 2523, 2532, 3225, 3252, 3522, 5223, 5232 et 5322. 1l y en a douze. Pour que la
somme du premier et du dernier chiffre soit paire, il faut que les deux chiffres soient pairs ou que
les deux soient impairs. Les nombres qui vérifient cette condition sont 2352, 2532, 3225 et 5223.
Il y en a quatre. La probabilité pour que la somme du premier et du dernier chiffre soit paire est

égale a %, ou % REPONSE : (B)
Les trois cercles de centres A, B et C ont des rayons

respectifs de 2, 4 et 6 unités. Comme l'indique le

diagramme, les cercles sont tangents 1’un a I’autre. Dans /\.

le triangle ABC :

(A) Z A est obtus (B) £B=90° (C) £LA=90°

(D) tous les angles sont aigus (E) £B=Z«ZC

Solution

Puisque les cercles sont tangents 1’un a I’autre, les
segments qui joignent leurs centres passent par les
points de tangence. Les cOtés du triangle ABC ont
pour longueurs 6, 8 et 10 comme I’indique le
diagramme.

Puisque 102 =62 +82, Ie triangle est rectangle en A.

REPONSE : (C)

Soit P = 32000 4 372000 o 0= 32000 _3-2000 " Ajorg p2 - Q2 est égal a :
(A) 34000 B) 2x374%0 ()0 (D) 2 x 34000 (E) 4

Solution 1
P* -0’ =(P+Q)(P-0)
_ [(32000 n 3—2000) n (32000 _ 372000 )][(32000 n 3—2000) _ (32000 _ 372000 )]
_ (2 . 32000 )(2 ) 3—2000)

=2%.3"
=4
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Solution 2
PP_(Q?= (32000 + 3—2000)2 _ (32000 _ 372000 )2
— 34000 | 5 32000 3-2000 | 3-4000 _ 34000 | 32000 3-2000 _ 34000

=4.3°
=4
REPONSE : (E)

19. Une fourmi se promene a !'intérieur d’un rectangle mesurant 18 cm sur 150 cm. La fourmi
parcourt des chemins droits qui forment tous des angles de 45° avec les cdtés du rectangle. La
fourmi commence a un point X situé sur un des petits cotés du rectangle. La premicre fois que la
fourmi atteint le coté opposé, elle arrive au milieu du c6té. Quelle est la distance, en centimetres,
du point X jusqu’au coin le plus proche?

(A)3 (B) 4 ©6 (D)8 E)9

Solution

Si on filmait la fourmi et que I’on visionnait le film a rebours, on la verrait partir du point E pour
terminer son trajet au point X. Comme 1’indique le diagramme, lorsque la fourmi se rend du point
E au point B, elle parcourt une distance horizontale de 9 cm car le triangle BAE est un triangle
rectangle isocele. De méme, elle parcourt une distance horizontale de 18 cm lorsqu’elle traverse le
rectangle. Il en est de méme jusqu’au point C. Au point C, la fourmi a parcouru une distance
horizontale de 9+18+3%x36, ou 135 cm. Il lui reste une distance horizontale de 15 cm a
parcourir. Le point X est donc situé a 15 cm d’un coin et a 3 cm de 1’autre. Le point X est donc a
3 c¢m du coin le plus proche.

9 cmle—— 36 cm —>
' I8cm i~ 18 cm I8 cm i~ 18 cm x|3cm

9cm

15cm

9cm 18 cm 18 cm 18 cm 36 cm 36 cm C15cm
32 135 cm >|

REPONSE : (A)

20. Soit a+2b+3c+4d+5e=k et Sa=4b=3c=2d=e. Quel est le plus petit entier strictement
positif, k, pour lequel a, b, c, d et e sont tous des entiers strictement positifs?

(A) 87 (B) 522 (C) 10 (D) 120 (E) 60
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Solution

Puisque 5a=4b=3c=2d =e, e estle plus grand et a est le plus petit des entiers. De plus e est
divisible par 5, 4, 3 et 2. Donc la plus petite valeur possible de e est 60. Les valeurs respectives de
a, b, c et d qui correspondent a cette valeur de e sont 12, 15, 20 et 30. Le plus petit entier
strictement positif, k, est donc 12 + 2(15) + 3(20) + 4(30) + 5(60), ou 522.

REPONSE : (B)

Partie C

21.

22.

Deux cercles, ayant chacun un rayon de 10 unités, sont
tangents I’un a I’autre. On trace une droite, tangente a
un des cercles, a partir du centre de 1’autre cercle.
Quelle est I’aire de la région ombrée, a 1’unité pres?

(A)6 (B)7 (C)8
D9 (E) 10
Solution

Soit B et C les centres des cercles et soit A le point de
contact de la tangente du point B au cercle de centre C.
Puisque la tangente est perpendiculaire au rayon au point
de contact, le triangle ABC est rectangle.

Puisque AC:BC =1:2, alors AC:BC:AB=1:2:+/3 selon

le théoreme de Pythagore. (Voir la solution 2 du numéro
14.)

On adonc ZB=30°, ZC=60°, AC=10, BC=20 et AB=10+/3. L aire de la partie ombrée est
égale a I’aire du triangle ABC moins I’aire des deux secteurs. Puisque £B=30° et ZC =60,

I’aire des deux secteurs est égale a i de I’aire d’un cercle de rayon 10.

L’aire de la partie ombrée est égale a : %(1 O)(lO«B) - %n(lO)2
=503 -25m
= 8,063
Arrondie a I’entier pres, elle est égale a 8. REPONSE : (C)

On considere un entier de 2000 chiffres dont le premier chiffre, a I’extréme gauche, est un 3.
Les chiffres de I’entier sont placés de maniere que n’importe quels deux chiffres consécutifs
forment un nombre divisible par 17 ou par 23. Le 2000¢ chiffre peut étre a ou b. Quelle est la
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23.

valeurde a+b?
(A3 B)7 ©) 4 D) 10 (E) 17

Solution

On remarque que les multiples de 17 formés de deux chiffres sont 17, 34, 51, 68 et 85. De
méme, les multiples de 23 formés de deux chiffres sont 23, 46, 69 et 92. Puisque le premier
chiffre de I’entier est un 3 et que seul le nombre 34 dans la liste des multiples commence par
un 3, le deuxieme chiffre de I’entier doit étre un 4. De méme, le troisieéme chiffre doit étre un 6.
Le quatrieme chiffre peut étre un 8 ou un 9. On considere deux cas.

1 cas
Le quatrieme chiffre est un 8. Les chiffres suivants sont 5, 1 et 7. Puisqu’il n’y aucun multiple
dans la liste qui commence par un 7, I’entier est 3468517.

2¢ cas
Le quatrieme chiffre est un 9. On obtient alors 34692 34692 34... Les cinq chiffres ‘34692’ se
répéteront a I’infini tant que 1’on choisit le chiffre 9 apres le chiffre 6.

Un entier de 2000 chiffres doit contenir 399 groupes des chiffres ‘34692°. Les cinq derniers
chiffres peuvent étre 34692 ou 34685. Le 2000° chiffre peut donc étre un 2 ou un 5. Donc
at+tb=2+5=7.

REPONSE : (B)

Un cercle est tangent a trois cOtés d’un rectangle dont les
cOtés mesurent respectivement 2 et 4 unités. Une

&

f—ro—>4

diagonale du rectangle croise le cercle aux points A et B. A

La longueur de AB est égale a : L 4 3
445 S5V5

(A) V5 (B) Tf (©) V5 D) V5-¢  (B) Tf

Solution 1

Il y a plusieurs facons de résoudre ce probleme. y

La plus facile est probablement d’utiliser un O, 1

repere cartésien. Deux choix s’imposent pour

- :
A ﬂB (1,0)

on choisit le centre du cercle. Les axes sont | 4 |

I’ origine, soit le centre du cercle ou le coin
inférieur gauche du rectangle. Dans cette solution,

s

paralleles aux cotés du rectangle. L’équation du
cercle est x2 + y2 =1 et I’équation de la droite qui

contient la diagonale est y+1= %(x +1), ou
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24.

Pour un point d’intersection de la droite et du cercle, on reporte x =2y +1 dans I’équation du

cercle. On obtient : (2y+ 1)2 +y2 =1

59" +4y=0
y(5y+4)=0
4
y=0 ou y=-

On reporte ces valeurs dans 1’équation x —2y =1 pour obtenir x =1 et x = —%.
. . . 4
Les points d’intersection sont A(—%,— E) et B(1,0).

2 2
La longueur de AB est égale a : (1 + %) + (2)

V25 5

. . o . . s < . . . 1
Remarque : Si on avait choisi I’autre point comme origine, I’équation de la droite serait y = 5X

et celle du cercle, (x—1)* +(y— 1)2 =1.

Solution 2

Le point B est le centre du rectangle. —_ F
On trace le diametre BG parallele aux deux cotés T G / OV
du rectangle. 2 A =1

Soit O le centre du cercle. On abaisse une J,_

perpendiculaire OC a la diagonale. C est donc le D} 4 | £

milieu de la corde AB.
Puisque BG est parallele a DE, ZBDE = ZCBO = ..

Les triangles OBC et FDE sont donc semblables.

Selon le théoréme de Pythagore, DF = 2+/5. Donc 1 = %, d’ou CB= %«B .

245
La longueur de AB est égale a 2@\5 ), ou %\B . REPONSE : (B)

On considere le systeme d’équations X%+ x2y2 + x2y4 =525 et x+xy+ xy2 =35. La somme des
valeurs réelles de y qui vérifient le systeme d’équations est égale a :

(A) 20 (B)2 ©)5 (D) % (E) %
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25.

Solution
Soit x?+x%y* +x%y*=525 (1)
et X+ xy+ xy2 =35 (2).

On peut exprimer le membre de gauche de 1’équation (1) comme suit :
2 2.2 2.4 2)\2 2.2
X T+ xTy T +x7y —(x+xy) —-x7y
= (x +xy® — xy)(x +xy” + xy)
L’équation (1) devient donc (x +xy? — xy)(x +xy? + xy) =525.
On reporte I’équation (2) dans cette équation pour obtenir :
(3 +xy” = xv)(35) = 525
x+xy°—xy=15  (3)
On soustrait 1’équation (3) de 1’équation (2) pour obtenir 2xy = 20, d’ou x = ?.
On reporte x = % dans I’équation (3) :
0 10y-10=15
y
10y* —25y+10=0
2y —5y+2=0
2y-1)(y-2)=0
Donc 2y—-1=0 ou y—2=0,d’ou y:% ou y=2.

La somme des valeurs réelles de y qui vérifient le systeme d’équations est égale a g

REPONSE :
Le cube illustré est coupé en quatre sections par deux plans. A D
Le premier plan est parallele a la face ABCD et passe au
milieu de I’aréte BG . Le deuxieme plan passe par les B C
milieux des arétes AB, AD, HE et GH . Quel est le
rapport des volumes du plus petit et du plus grand des ) E

quatre morceaux?

(A) 3:8 (B) 7:24 (C) 7:25
D) 7:17 (E) 5:11

(E)

13
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Solution T
On peut attribuer une longueur de 2 aux arétes. Le premier

plan, qui est parallele a la face ABCD et qui passe au A: N D
milieu de I’aréte BG, coupe le cube en deux parties de K _
méme volume. Soit K, O, L, M, S, N et P les milieux B + C S
respectifs des arétes AB, BG, GH, HE, ED, AD et AF. P =
Le deuxiéme plan, qui passe par les points K, L, M et N, 0 R W E

coupe le cube en deux parties de méme volume et contient
le segment OS. Les deux plans coupent donc le cube en

quatre morceaux, soit deux grands morceaux identiques et

deux petits morceaux identiques.

On prolonge QK et SN jusqu’au point 7.

Les triangles TAN et TPS sont semblables puisqu’ils sont rectangles et que les cotés AN et PS
sont paralleles.

Donc 1A = AN et puisque PA=1, on obtient TA=1.
TP PS

Le volume du petit morceau du haut est égal au volume du tétraedre 7QSP moins le volume du

tétraedre TKNA. 1l est donc égal a : %[(% (2)(2)(2))] - %[(%)(1)(1)(1)]

4 1 7

3676
Le volume du grand morceau est égal a 2 X2 X 1— % , ou %7
Le rapport des volumes du plus petit et du plus grand des quatre morceaux est égal a 7:17.
REPONSE : (D)

14
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Partie A

1.

La valeur de (\/g — «@ )2 est :

(A) 26 (B) 16 (C) 34 (D) 8 (E) 4
Solution
(V25 -v9)" =(5-3)?
=4 REPONSE : (E)

Nous sommes aujourd’hui mercredi. Quel jour de la semaine serons-nous dans 100 jours?

(A) lundi (B) mardi (C) jeudi (D) vendredi (E) samedi

Solution

Puisqu’il y a 7 jours dans une semaine et que 98 =7 X 14, nous serons un mercredi dans 98 jours.
Dans 100 jours, nous serons donc un vendredi. REPONSE : (D)

La figure illustrée est formée de six carrés. Quelle fraction de la figure est ombrée?

D AP e
SEETEN TN A
1 1 1 2 2
A) - B) - = D) = E) =
(A) (B) - © D) (B)
Solution
La figure est formée de six carrés. Quatre demi-carrés, soit I’équivalent de deux carrés, sont ombrés.
Donc % de la figure est ombrée. REPONSE : (B)

Lorsqu’on fait tourner un tourne-vis sur un angle de 90°, une vis pénéetre dans un morceau de bois
sur une profondeur de 3 mm. Combien faut-il de tours complets du tourne-vis pour insérer une vis de
36 mm dans le bois?

(A)3 B) 4 (C)6 D)9 (E) 12

Solution
Un tour complet du tourne-vis, soit un angle de 360°, fera pénétrer la vis sur une profondeur de
12 mm.
Il faut donc trois tours complets pour insérer une vis de 36 mm dans le bois.
REPONSE : (A)
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10.

Une valeur de x pour laquelle (5— 3x)5 =—lest:

4 10 5
A (B) 0 © ™ 3 (E)2
Solution
Puisque (—1)5 =—1,alors 5-3x=-1 d’ou x=2. REPONSE : (E)

Le nombre qui est 6 de moins que le double du carré de 4 est :

(A) —26 (B) 10 (C) 26 (D) 38 (E) 58
Solution
2(4)* -6=26 REPONSE : (C)

Dans la famille Martin, chacun des cinq enfants recoit une allocation hebdomadaire. L’allocation
moyenne des trois plus jeunes est de 8 $. Les deux plus vieux regoivent une allocation moyenne de
13 $. Quelle somme est déboursée a chaque semaine pour les allocations des enfants?

(A)50$ (B) 52,50 $ (C) 105 $ D)21$ (E)55$%

Solutiion
La somme déboursée est égale a 3x8$+2x13$, ou 50 $. REPONSE : (A)

Une montre a affichage digital indique 5:55. Combien de minutes s’écouleront avant que la montre
indique de nouveau des chiffres qui sont tous identiques?

(A)71 B) 72 (C) 255 (D) 316 (E) 436

Solution

Les prochains chiffres identiques seront 11:11. Cela représente une différence de 316 minutes. (On
remarque que les affichages 6:66, 7:77, etc., sont impossibles.) REPONSE : (D)

Lors d’une élection, Hubert a recu 60 % des votes et Jeanne a recu tous les autres votes. Si Hubert a
gagné par 24 votes, combien de personnes ont voté?

(A) 40 (B) 60 (C)72 (D) 100 (E) 120

Solution

Puisque Hubert a recu 60 % des votes, Jeanne a recu 40 % des votes. Il y a donc une différence de
20 % des votes entre eux, soit 24 votes.

Le nombre de personnes qui ont voté est donc égal a 5x 24, ou 120. REPONSE : (E)

Si on choisit les valeurs de x et de y dans I’ensemble {1, 2, 3,5, 10} , la plus grande valeur possible

de I’expression T4 est:
y X
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(A)2 B) 12 (©) 10 D) 2 (E) 20

Solution

I1 faut choisir la plus grande valeur possible pour x et la plus petite valeur possible pour y, de maniere

que = soit aussi grand que possible. L’inverse, 2, sera inférieure 2 1 et aura peu de conséquence sur

X

la somme. Les meilleurs choix sont donc x=10 et y=1. On aura alors SRR A ? + %, ou
y X

Tir=10l REPONSE : (C)

y X 10

Partie B

11.  Au Pays des ronds, on représente les nombres 207 et 4520 de la fagon suivante :

(A) 30105 (B) 30150 (C) 3105 (D) 3015 (E) 315
Solution 1
=3x10*
=30 000
=1x102
=100
5 =5x10°
=5

Le nombre représenté est égal a 30 000 +100 + 5, ou 30 105.
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Solution 2

Puisqu’il y a quatre ronds autour du ‘3, cela représente le nombre 3 X 10*, ou 30 000.

Le ‘5’ représente 5 unités. Le seul nombre possible parmi les cinq choix est donc 30105.
REPONSE : (A)

12. Le triangle ABC a une aire de 60 unités carrées. Si A
BD =8 unités et DC =12 unités, I’aire du triangle ABD,
en unités carrées, est égale a :

(A) 24 (B) 40 (C) 48
D) 36 (E)6 B 8 D 12 C
Solution 1

Les triangles ABC et ABD ont la méme hauteur AE = h.
L’aire de chaque triangle est donc proportionnelle a la
longueur de sa base. Puisque le triangle ABC a une aire de
60 unités carrées, 1’aire du triangle ABD est égale a

8 e P
20 X 60, ou 24 unités carrées.

Solution 2
Soit £ la hauteur des triangles ABC et ABD.

Puisque le triangle ABC a une aire de 60 unités carrées, alors :
20xh _ 60

h=6
Donc ’aire du triangle ABD est égale a %, ou 24 unités carrées.

REPONSE : (A)

13.  Pépin a passé quatre examens, chacun sur 100. Il a obtenu une moyenne de 88. Quelle est la note la
plus basse qu’il ait pu obtenir sur un de ces examens?

(A) 88 (B) 22 (C) 52 D)o (E) 50

Solution

Puisque Pépin a obtenu une moyenne de 88, il a obtenu un total de 4 x 88, ou 352 points. La note la

plus basse proviendrait donc de la situation ou il regoit trois notes de 100 et une note de 52.
REPONSE : (C)
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14. Le diagramme illustre trois carrés dont les dimensions sont 3 S
indiquées. Quelle est 1’aire du quadrilatére ombré? 2
21 9
™y ®) 2 (©5 _
15 25
D) — E) =—
) = E) >
Solution 1
Dans cette solution, on fait appel aux triangles semblables. 5 G
Soit les points indiqués sur le diagramme. On calculera les 3
longueurs EB et FC, ce qui permettra de calculer I’aire du 2 /F
trapeze BCFE. Les triangles ACF et ADG sont L
semblables, puisque leurs angles correspondants sont A B C D
congruents.
FC AC 5 FC 1
Don¢c —=——=—,0u —=—
GD AD 10 G 2
Donc FC = %GD, ou FC = %
A . EB 2
De méme, les triangles ABE et ACF sont semblables. Donc FC = 35
Donc EB = 2(;) ou EB=1.
L’aire du trapeze BCFE = %(1 + %) X3
1(7
=33
_2
T4
Solution 2
On ajoute un repere cartésien. La droite OD a pour y x=2 x=5
équation yzéx. Puisque les points E(2,y;) et F(5,y,) A K
sont sur cette droite, leurs coordonnées vérifient 1’équation. . 2 D(lO, 5)
Donc y, =1 et yzzi. Donc AE=1 et BF=2. On 2 L
2 2 V
continue comme dans la solution 1.
0 v;A(z, 0) | B(5,0) C(10,0)

15.

REPONSE : (A)

Si 'expression (a+b+c+d+e+f+g+h+ i)2 est développée et réduite, combien y aura-t-il de

termes différents dans la réponse?

(A) 36 B)9 (C) 45 (D) 81 (E) 72
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16.

17.

Solution
Parenthese 1 Parenthese 2

(a+b+c+d+e+ f+g+h+i)a+tb+c+d+e+f+g+h+i)
I1 faut d’abord multiplier le a de la parentheése 1 par chacun des termes de la parenthese 2. On obtient
9 termes. Ensuite il faut multiplier le » de la parentheése 1 par tous les termes de la parenthese 2 a
partir de b car b X a ne donnerait pas un nouveau terme. On obtient 8 nouveaux termes. On continue
de cette fagon jusqu’a la fin, alors que 1’on multiplie le i de la parenthese 1 par le i de la parenthese 2.
Le nombre de termes différents est donc égala 9+8+7+6+5+4+3+2+1, ou4s.

REPONSE: (C)

Si les équations px+2y=7 et 3x + gy =15 représentent la méme droite, la valeur de p est :

(A)5 (B)7 (O)21 ) % (E)

Solution
Si on multiplie les membres de la premiere équation par 5, on obtient Spx +10y=35. Si on multiplie

les membres de la deuxiéme €quation par 7, on obtient 21x + 7qy = 35. En comparant les coefficients,

on obtient 5p=21 ou p= % REPONSE : (D)
Dans le triangle ABC,ona AC=AB=25¢et BC=40.D A

est un point sur BC. Au point D, on abaisse des E

perpendiculaires qui rencontrent AC en Eet AB en F. F

DE + DF estégal a:

(A) 12 (B) 35 (C)24 C D B
(D) 25 (B) 22

Solution

On trace la hauteur AM . Puisque le triangle ABC est A

1socele, M est le milieu de CB, d’ou CM = MB=20.
Puisque le triangle ACM est rectangle, on utilise le

théoreme de Pythagore pour obtenir AM = \25% — 202 , ou
AM =15.
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On joint A et D. L’aire du triangle ABC est égale a
%(BC)(AM ). Elle est aussi égale a la somme des aires des

triangles ACD et ADB. On a donc :
%(40)(15) - %(25)(ED) + %(25)(DF)
(40)(15) = (25)(ED) + (25)(DF)
600 = (25)(ED) + (25)(DF)
ED+ DF =24

REPONSE : (C)

18. Si P et Q sont des entiers de 1 2 9 inclusivement, le nombre de solutions (P, Q) de 1’équation

E_Q:P+Q

estégal a:

Q P PO
(A) 1 B)8 (C) 16 (D) 72 (E) 81
Solution
L’équation peut s’écrire :
P Q P+Q
o P PO
PP-0* P+Q
PQ PO
(P-Q)P+Q) _P+Q
PQ PQ

Donc P-Q=1, PQ#0et P+Q#0.
Les solutions sont (2,1), (3,2), (4,3), ..., (9,8).

Il y en a huit. REPONSE : (B)

19. Le parallélogramme ABCD est formé de quatre triangles B ¢
équilatéraux dont les cotés mesurent 1. La diagonale AC a
une longueur de :

(A) V5 (B) \7 (©)3 A D
(D) V3 (E) V10
Solution

On trace la hauteur CE du parallélogramme.
Le triangle CDE est donc un triangle 30°—60°—90°, avec

/CDE =60° et CD=1. Donc CE=§ et DE=.
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Puisque le triangle AEC est rectangle et que AE = % et CE= \—23, on utilise le théoreme de Pythagore

pour obtenir AC = \(“2) + (2) ,ou AC=+7.

REPONSE : (B)

20. On définit a; = d , ay = d et a, = ! ,ounz2, x#let x#0. Alors gy, estégal a:
1-x I-q l-a,
1 x—1 1
(A) — (B) x (C) —x (D) E) —
I-x X
Solution
a=—t  ag=— ay=— ay=——
T 2 i il 3 l—x_l 4T,
I-x X
_ -2 _
(l—x)(l—) x(l—x_l)
I-x X
I _ X
I-x-1 x—(x-1)
_1-x =x
—X
_x-1
X
Puisque a; =a,, on conclutque a; =ay, =a; =...=az,_» = ajpe-
De méme, a, = a5 =ag =...= az,_; = ajy7 lorsque n=36.
Puisque a, = x_—l’ alors a7 = -1 REPONSE : (D)
X
Partie C
21. Combien d’entiers peut-on exprimer comme une somme de trois nombres distincts choisis dans

I’ensemble {4, 7, 10, 13, ..., 46}?
(A) 45 (B) 37 (C) 36 (D) 43 (E) 42

Solution
Chacun des nombres de 1’ensemble est de la forme 1+3n,0u n=1,2,3,...,15. La somme de trois

nombres distincts sera donc de la forme 3+3k+3/+3m ou 3(1+k+1+m), k, [ et m étant choisis
dans I'ensemble {1,2,3,...,15}. Le probleme est donc équivalent au probleme suivant qui est plus

facile : « Combien d’entiers différents peut-on former en additionnant trois nombres de I’ensemble
{1, 2,3, ..., 15}? »
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22.

23.

10

La plus petite somme est 1+ 2+ 3, ou 6 et la plus grande somme est 13+14 +15, ou 42.
Il est possible d’obtenir chaque somme de 6 242 :
a) enremplacant un des entiers par I’entier suivant pour augmenter la somme de 1 ou
b) en remplagant un des entiers par I’entier précédent pour diminuer la somme de 1.
Le nombre total de sommes distinctes est donc égal a 42 — 5, ou 37. REPONSE : (B)

Soit x> +ax+48=(x+y)(x+z) et x> —8x+c=(x+m)(x+n), ol y, z, m et n sont des entiers entre
—50 et 50. La valeur maximale de ac est :

(A) 343 (B) 126 (C) 52234 (D) 784 (E) 98441

Solution
D’apres 1’énoncé, les trindmes x> +ax+48 et x> —8x+c peuvent étre factorisés.
On considere d’abord les factorisations possibles de 48 et les valeurs de a qu’elles produisent.

Factorisations possibles de 48 Valeurs de a
1x48, - 1x-48 49, —49
2x24, -2x-24 26, —26
3x16, -3x-16 19, -19
4x12, -4x-12 16, —16

6x8, -6x-814, —-14
On considere ensuite les factorisations possibles de x> —8x +c, ainsi que les valeurs de ¢ qu’elles
produisent.

Factorisations possibles Valeurs de c
(x—49)(x+41) —-49x41=-2009
(x —48)(x +40) —48x40=-1920
(x=9)(x+1) -9x1=-9
(x-8)(x+0) 0

En comparant ces valeurs, on voit que la valeur maximale de ac est —49 x —2009, ou 98 441.
REPONSE : (E)

e , ) ) X’ +4x-60 3 R
La somme des valeurs de x qui vérifient I’équation (x -S5x+ 5) =1lestégalea:
(A) -4 (B)3 O1 D)5 (E) 6
Solution

On peut considérer trois cas.

1¢r cas La base est égale a 1.
Onaalors x> —5x+5=1.
x?—5x+4=0
(x-1)(x-4)=0
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24.

x=1lou x=4
Ces deux valeurs de x vérifient 1’équation donnée.

2¢ cas L’exposant est égal a 0.
On a alors x> +4x—-60=0.
(x+10)(x-6)=0
x=-10 ou x=6
On peut vérifier que x =—10 et x =6 ne sont pas des racines de x> —5x+5=0, ce qui
fait que nous n’avons pas la forme indéterminée 0°.

3¢ cas La base est égale a —1 et I’exposant est pair.
Onaalors x* —5x+5=—1 et x> +4x—60 est pair.
x> —5x+5=-1
x?-5x+6=0
(x-2)(x-3)=0
x=2o0oux=3
Si x =2, alors x> —4x—60 est pair et x =2 est donc une solution.

Si x =3, alors x> —4x 60 est impair et x =3 n’est pas une solution.
La somme des solutions est 1+4 —-10+ 6+ 2, ou 3. REPONSE : B)

Deux cercles, C; et C,, se touchent extérieurement. La droite

[ est une tangente commune. La droite m est parallele a [ et
touche les deux cercles C; et C;. Les trois cercles sont

tangents I'un a I'autre. Si C, a un rayon de 9 et (5 a un
rayon de 4, quel est le rayon de C;?

(A) 10,4 (B) 11 (C) 82
D) 12 (E) 7/3

Solution

On joint d’abord les centres pour former le triangle

C,G,C5. Chaque segment joignant deux centres passe par A\ / Cs
u] (.

le point de tangence des deux cercles. Sa longueur est donc C,

égale a la somme des rayons des deux cercles. B
On construit ensuite le rectangle ABC,D illustré dans le D / k(j2
diagramme. Soit r le rayon du cercle de centre C;. Alors >—1
GG =r+9, G =r+4 et GG =13.
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25.

On peut ensuite représenter certaines longueurs comme A G B
dans le diagramme en comparant les rayons des cercles. r 4 - s
Par exemple, la longueur C;D est égale au rayon du grand - r+4 13
. C, « 2r—13
cercle moins le rayon du cercle de centre C,. Donc . é r+9
CID =r— 9 . o
D C,
Un raisonnement semblable donne C;A =r—4 et BC, =2r—13.
Puisque les triangles suivants sont rectangles, on utilise le théoreme de Pythagore.
Dans le triangle ACG;C :
(G3A)? = (r+4)* —(r—4)°
=16r
CA=44r.
Dans le triangle DC,G, :
(DC,) =(r+9)% = (r—-9)
=36r
DCZ = 6\/;
BC3 = DC2 - C3A
=2r
Dans le triangle BG3C, :
2r—13) +(2J7) =132
4r% —52r +169 +4r =169
4r* —48r=0
4r(r-12)=0
Donc r=0 ou r=12.
On rejete r =0 d’apres I’énoncé. Donc r=12. REPONSE : (D)
. . : . 2n%-10n-4
Sachant que n est un entier, pour combien de valeurs de n I’expression 7 ant3 donnera-t-elle
n”—4n+
un entier?
(A)9 (B)7 (©)6 (D) 4 (E)5
Solution
On divise d’abord 2n* —10n -4 par n* —4n+3.
2
2n> —10n—4 | n*—4n+3  ou n’ —4n+3j2n2 ~10n-4
2n° —8n+6 |2 2n2—8n +6

—2n-10 2110
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On peut donc écrire I’expression donnée sous la forme
2n* —10n—4 —2n-10 2n+10
5 =2+ 5 =4Z— S L
n-—4n+3 n“—4n+3 n-—4n+3 5 0
. . +1
I1 faut donc déterminer le nombre de valeurs de n pour lesquelles 1’expression #3 donnera
n°—4n+

un entier.

Pour que cette expression donne un entier, il faut que |n2 —4n+ 3| <2n+10| et que n®—4n+3=0.
Puisque n?—4n+3= (n—1)(n—-3), la seule valeur négative de cette expression est —1, lorsque
n=2.
1l faut donc que n> —4n+3<Rn+10, n#1, n#3.
On considere trois cas :
1¢r cas

Si n < -5, 1l faut que n? —4n+3<—(2n+10).

n* —2n+13<0
Cette inéquation n’admet aucune solution, puisque son discriminant est négatif.

2¢ cas
) , ) ) 2n+10 , . ) .
Si n=-5, ’expression rationnelle —————— sera égale a 0, ce qui est un entier.
n“—4n+3
3¢ cas
Sin>-5,n#1, n#3,il faut que n*> —4n+3<2n+10.
n>—6n-7<0
(n+1)(n—-7)<0
—1<n<7

Il suffit donc de vérifier les valeurs entieres de n telles que —1<n<7, n#1, n#3. Le tableau
contient aussi la valeur de I’expression rationnelle pour n = -5.

n | s o p2 e | s e |7
i R R N A A

Il y a donc cinq valeurs acceptables de n. REPONSE : (E)
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Solution du Concours Fermat 1998

PARTIE A :
1. Lavaleurde AF243+4+5
2+4+6+8+10
1 1 11 3
A) ! (B) 2.5 © ! ) ! ®) >

Solution 1
1+2+3+4+5 _ 15

2+4+6+8+10 3
1

™|

Solution 2
1+2+3+4+5 (A+2+3+4+5)

244+6+8+10 2(1+2+3+4+5)

REPONSE : (C)

Le diagramme circulaire indique les pourcentages des 1000
votes recus par les candidats lors d’une é€lection a 1’école.
Combien de votes Sarah a-t-elle recus?

(A) 550 (B) 350 (C) 330
(D) 450 (E) 935
Solution

Le pourcentage des votes recus par Sarah est égal 2 100 — (20 + 45), c’est-a-dire a 35. Or 35 % de

1000 est égal a 0,35(1000), c’est-a-dire a 350. Sarah a recu 350 votes.
REPONSE : (B)
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<

3. Si WXYZ estun parallélogramme, alors ¢ est égal a :

(A)8 B)9 (©) 10 W(-1, 3)

(D) 11 (E) 12 \

Z(4,-8) Y, -8)

Solution

Puisque WXYZ est un parallélogramme, ses cotés opposés sont de la méme longueur.

La longueur du coté WX est égale a 5—(—1), c’est-a-dire 6.

Puisque WX =ZY ,alors t—4=6,d’ou r=10. REPONSE : (C)

4.  Le produit de deux entiers positifs, p et g, est égal a 100. Quelle est la plus grande valeur possible de
p+q?
(A) 52 (B) 101 (C) 20 (D) 29 (E) 25

Solution

Les paires d’entiers positifs dont le produit est €gal a 100 sont : 1 et 100, 2 et 50, 4 et 25,

5et20, 10et 10. La paire 1 et 100 donne la plus grande somme. La plus grande valeur possible de
p+qest101. REPONSE : (B)

5. On définit une nouvelle opération ®, entre deux nombres p et g, comme suit: pRqg= p2 -2q.
Quelle est la valeur de 7® 3?

(A) 43 (B) 8 (C) 141 (D) 36 (E) 26
Solution
D’apres la définition de la nouvelle opération ®,ona:
7®3="7"-2(3)
=49-6
=43
REPONSE : (A)

6. Lavaleurde % de 67 est :

(A) 6° (B) 230 (C) 20 (D) 2x6% (E) 2x 6"

Solution
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1 1
-x60 =-x6x6%
3 3

=2x6%
REPONSE : (D)

7. La moyenne d’une liste de 10 nombres est 0. Si on ajoute les nombres 72 et —12 a la liste, la

nouvelle moyenne sera égale a :
(A) 30 B)6 0 (D) 60 E)S5

Solution

Puisque la moyenne des 10 nombres est 0, la somme de ces nombres est égale a 10x0 ou O.
Lorsqu’on ajoute les nombres 72 et —12 a la liste, la somme des 12 nombres est égale a
0+72+(-12), c’est-a-dire a 60.

La nouvelle moyenne est donc égale a 60 +12, c’est-a-dire a 5. REPONSE : (E)

8. Le diagramme illustre une table de billard de forme P 5 0
rectangulaire. La table a une longueur de 5 unités et une

largeur de 2 unités. A partir du point P, on fait rouler une 2
boule a un angle de 45° par rapport a PQ. La boule ira

rebondir sur SR. La boule rebondit plusieurs fois, sur N R
divers cOtés, a un angle de 45°, jusqu’a ce qu’elle arrive au

point S. Combien de fois la boule rebondit-elle avant

d’arriver a S?

(A)9 (B) 8 (C)7

(D)5 (E) 4

Solution

Puisque la balle rebondit toujours & un angle de 45°, son P 5 0

trajet forme des triangles rectangles isoceles, comme dans
le diagramme. La balle part du point P, puis elle rebondit 2

aux points A, B, C, D et E avant d’arriver au point S.
Elle rebondit donc 5 fois. S R
REPONSE : (D)

9. Un nombre dans une case blanche est obtenu en

additionnant les nombres des deux cases blanches de la

11

rangée précédente qui sont tout pres. (Le ‘117 a été obtenu

de cette facon.) La valeur de x est :
(A)4 (B) 6 (©)9 60
(D) 15 (E) 10
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Solution

De gauche a droite, les trois nombres des cases blanches de la deuxieme rangée sont 11, 6+ x et
x+7. De gauche a droite, les deux nombres des cases blanches de la troisieme rangée sont
11+ (6+x)et (6+x)+(x+7),c’est-a-dire 17+ x et 2x +13. Le nombre de la quatrieme rangée est
17+ x)+ (2x +13), c’est-a-dire 3x + 30. Donc :

3x+30=60
3x=30
x=10

REPONSE : (E)

® &
C D

>y
we

10. Le diagramme montre quatre points sur un segment de
droite. Si AB: BC=1:2 et BC:CD=28:5, alors AB: BD
estégal a:

(A) 4:13 B)1:13 (C)1:7
D) 3:13 (E) 4:17
Solution

Pour comparer les rapports, il faut écrire AB:BC=1:2 sous la forme AB:BC =4:8, de maniere
que les deux rapports, AB:BC =4:8 et BC:CD =8:5, indiquent que BC = 8 unités.
On peut donc écrire AB: BC: CD=4:8:5.

Comme dans le diagramme ci-contre, on a AB =4 unités, ° 4 ° 8 ° S °

BC =8 unités et CD =5 unités. A B ¢ D

Donc AB:BD=4:13. REPONSE : (A)
PARTIE B :

11.  Sixety sont des entiers positifs, combien de solutions (x, y) I'équation 3x + y =100 admet-elle?
(A)33 (B) 35 (C) 100 (D) 101 (E) 97

Solution
00—y

On récrit I’équation sous la forme x = . Puisque x doit étre un entier positif, 100 — y doit étre

divisible par 3. Puisque y doit aussi étre un entier positif, ses seules valeurs possibles sont 1, 4, 7, 10,
13, ..., 94 et 97. Il y a donc 33 valeurs possibles de y. L’équation 3x+y=100 admet donc 33

solutions. REPONSE : (A)
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12.

13.

14.

Dans le diagramme, la valeur de y est : )y
13 5
(A) —— B) — (©)2
243 N
(D) 12 (E) 22
5
0 =
Solution 1
Soit le point D(13, 0). Le triangle BDC est rectangle. y
A
La pente du segment AC est égale a 4;{5_;0, c’est-a-dire A
—+3. Puisque ZACB=90°, AC est perpendiculaire au
segment CB et celui-ci a donc une pente égale a %
3
y—0 1 N 5 > X
On a donc =—,,dou y=—. )
3-8 V3T
Solution 2
Soit le point D(13, 0). Le triangle BDC est rectangle. On a y
donc BD=1y et CD=35. Puisque le triangle BDC est un /
triangle 30°-60°-90°, les longueurs de ses cotés sont
dans le rapport 1:4/3:2. Donc :
BD_ 1
CD 3
yo L 0 -
5 43
=
T

REPONSE : (B)

On forme des entiers de trois chiffres en n’utilisant que les chiffres 1 et/ou 2. La somme de tous les
entiers que 1I’on peut former est égale a :

(A) 1332 (B) 333 (C) 999 (D) 666 (E) 1665

Solution

Seuls les nombres suivants peuvent étre formés : 111, 112, 121, 122, 211, 212, 221 et 222.

La somme de ces nombres est égale a 1332. REPONSE : (A)

Les droites /j, [, et 3 ont pour pentes respectives %, % et i. Les trois droites ont la méme ordonnée

a lorigine. Si la somme des trois abscisses a I’origine est égale a 36, alors 1’ordonnée a I’origine
est:
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15.

16.

A =12 B) ~2 (C) -4 (D) 4 (E) -9
12 13

Solution
Soit b I’ordonnée a I’origine commune des trois droites. La premiere droite, /;, a pour équation

1 p . . N
y=5x + b. Pour déterminer son abscisse a 1’origine, posons y =0.

1
O==x+b
2
x=-2b
Son abscisse a I’origine est égale a —2b.
R : R 1 e .
De méme, la droite /, a pour équation y = 3 + b et pour abscisse a I’origine —3b.

La droite /5 a pour équation y = 25t b et pour abscisse a I’origine —4b.

Puisque la somme des abscisses a 1’origine est égale a 36, on a :

—2b-3b—-4b =36
-9b =36
b=-4

L’ordonnée a I’origine est égale a —4. REPONSE : (C)

Si -2<x<5, -3<y<7,4<z<8 et w=xy—z, alors la plus petite valeur que w puisse prendre

est:
(A) -14 B) —-18 (C) -19 D) =22 (E) =23
Solution

Puisque w = xy — z, on obtient la plus petite valeur de w en choisissant la plus petite valeur possible
du produit xy et en soustrayant la plus grande valeur possible de z.

Puisque x et y peuvent prendre des valeurs positives et négatives, la plus petite valeur du produit xy
sera négative. L’une des variables x et y prendra une valeur positive, tandis que I’autre prendra une
valeur négative. On obtient le plus petit produit possible, —15,avec x =5 et y=-3.

On soustrait alors z=8 pour obtenir la plus petite valeur possible de w, soit w=-15-8 ou
w=-23. REPONSE : (E)

Si le nombre N = (7” 4 )(5‘1)(23) est un cube parfait, p et g étant des entiers positifs, la plus petite

valeur possible de p+ ¢ est:
(A5 B)2 ()8 D)6 (E) 12

Solution

Pour que N soit un cube parfait, il faut que chacun de ses facteurs premiers ait pour exposant un
multiple de 3. La plus petite valeur possible de p est 2 et la plus petite valeur possible de g est 3. La
plus petite valeur possible de p+ g est 5. REPONSE : (A)
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17.

18.

On utilise seulement les nombres 1, 2, 3, 4 et 5 pour former une suite de nombres comme suit : un 1,
deux 2, trois 3, quatre 4, cinq 5, six 1, sept 2, ainsi de suite.

Voiciledébutdelasuite : 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,1,1,1,1,1,1,2,2, ...

Le 100¢ nombre de la suite est :
(A) 1 B)2 ©)3

(D) 4 (E) S5

Solution
Le nombre total de nombres dans les n premiers groupes de la suite est égal a 1+2+3+...+n. Pour
déterminer le 100 nombre de la suite, on doit d’abord déterminer la valeur de n pour laquelle la

somme est pres de 100.
n(n+1)

Or 1+2+3+...+n= . Cette formule nous permet d’obtenir rapidement, par titonnement,

1+2+3+..+13=91et 1+2+3+...+13+14 =105.
Le 100¢ nombre de la suite est donc situé dans le 14¢ groupe. Il s’agit donc d’un 4.
REPONSE : (D)

Les arétes d’un cube ont une longueur de 2 unités. Le point
QO est le point d’intersection des diagonales d’une des
faces. La longueur du segment QR est égale a :

(A) 2 B) 8 (€) V5 9
(D) V12 (E) 6 J S P
R
Solution
On considere les points P et S illustrés dans le diagramme. P

Sachant que les arétes ont une longueur de 2 unités, on
utilise le théoreme de Pythagore pour calculer la longueur

de la diagonale PS. 0 2
PS* =27 427 _
z.
2 p
PS° =8 - /'_.'///
PS = 2\,*"2 ";'/"// 2
<
R S

Puisque Q est le milieu du segment PS, alors QS =~/2.
Puisqu’il s’agit d’un cube, le triangle QRS est rectangle. D’apres le théoreme de Pythagore :
OR* =2%+(~2)
OR*=6
OR=16
REPONSE : (E)
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19. Chaque c6té d’un carré ABCD a une longueur de 14. On A"~ _ B
trace un cercle, passant aux points A et D, de maniere qu’il

soit tangent au coté BC'. Quel est le rayon du cercle? \\
(A) 8,5 (B) 8,75 9 /
C

(D) 9,25 (E) 9,5

Solution

o
>~

Soit r le rayon du cercle et O son centre. Soit MN le
diametre qui coupe le coté AD perpendiculairement en son
milieu P. On joint O et A.

Puisque P est le milieu de AD,ona AP=1. P r /
C

~
u
1

=~

<
T

Puisque ON =r, alors :
PO = PN -ON
=14-r
Le triangle APO est rectangle. D’apres le théoreme de Pythagore :
=7 +(14-r)
r* =49 +196 — 28r + r*

S

28r =245
r=28,75
Le cercle a donc un rayon de 8,75. REPONSE : (B)

20. Un jeu compte 100 cartes numérotées de 1 a 100. Chaque carte a une face jaune et une face rouge,
le méme numéro paraissant sur chaque face. Jérdme place toutes les cartes sur une table, de maniere
a montrer les faces rouges. Il retourne d’abord chaque carte portant un nombre divisible par 2. En
examinant ensuite toutes les cartes, il retourne chaque carte portant un numéro divisible par 3.
Combien de cartes montrent une face rouge a la fin?
(A) 83 B) 17 (C) 66 (D) 50 (E) 49

Solution

Au début, toutes les cartes montrent une face rouge. Apres avoir retourné chaque carte portant un
nombre divisible par 2, seules les 50 cartes portant un nombre impair montrent une face rouge.

La deuxieme fois, il retourne chaque carte portant un numéro divisible par 3. Les cartes portant un
numéro impair divisible par 3 passeront alors du rouge au jaune. Il y a 17 tels numéros, soit 3, 9, 15,
21, ..., 93 et 99. De plus, les cartes portant un numéro pair divisible par 3 passeront du jaune au
rouge. Il y a 16 tels numéros, soit 6, 12, 18, 24, ..., 90 et 96.

A la fin, les cartes montrant une face rouge sont les 50 cartes portant un numéro impair, moins les 17
cartes portant un numéro impair divisible par 3, plus les 16 cartes portant un numéro pair divisible par 3.
Le nombre de telles cartes est égal a 50 —17 +16, c’est-a-dire 49. REPONSE : (E)
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PARTIE C:

21.

22.

23.

On multiplie les nombres 123 456 789 et 999 999 999. Combien des chiffres de la réponse sont
des 97
(A)O B)1 (C)2 D)3 (E) 17

Solution
On récrit la multiplication sous la forme suivante :
(123 456 789)(999 999 999) = (123 456 789)(109 - 1)

= (123 456 789) x 10° - (123 456 789)

On a donc :
123 456 789 000 000 000

- 123 456 789
123 456 788 876 543 211
Il n’y a aucun chiffre 9 dans la réponse. REPONSE : (A)

On considere quatre entiers positifs différents, a, b, ¢ et N, tels que N =5a+3b+5c. De plus,
N =4a+5b+4c et N est un nombre entre 131 et 150. Quelle est la valeur de a+b+c¢?
(A) 13 B) 17 (C) 22 (D) 33 (E) 36

Solution

Ona N=5a+3b+5¢c (1)et N=4a+5b+4c (2).

On multiplie chaque membre de 1’équation (1) par 4 pour obtenir 4N =20a +12b+20c (3).
On multiplie chaque membre de 1’équation (2) par 5 pour obtenir SN = 20a + 25b +20c (4).
On soustrait I’équation (3) de I’équation (4), membre par membre, pour obtenir N =13b.
Puisque N et b sont des entiers positifs, N doit €tre un multiple de 13.

Puisque 131 < N <150, N doit étre égal a 143. Donc 143 =13b,d’ou b =11.

On reporte N =143 et b =11 dans I’équation (1) pour obtenir :
143=5a+3(11)+5c¢
110 =5a + 5¢
22=a+c
Donc la valeurde a+b+c estégale a 11+ 22, c’est-a-dire 33. REPONSE : (D)

Trois tapis ont une aire totale de 200 m?. En les superposant partiellement, on recouvre une surface
de 140 m?. La partie recouverte par exactement deux tapis a une aire de 24 m?. Quelle est aire de
la surface recouverte par trois tapis?

(A) 12 m? (B) 18 m? (C) 24 m? (D) 36 m?> (E) 42 m?
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24.

Solution

On illustre les trois tapis comme dans le diagramme.

a+b+c représente I'aire de la surface recouverte par

exactement deux tapis et k représente I’aire de la surface 4
recouverte par trois tapis. da

Ondonne a+b+c=24 (1). Q

Puisque les trois tapis ont une aire totale de 200 m? et puisqu’ils recouvrent une surface de 140 m?
lorsqu’ils sont partiellement superposés, il y a alors une surface de 60 m* qui est « gaspillée » par
les deux ou trois couches de tapis superposés.

Donc a+b+c+2k=60 (2). On soustrait I’équation (1) de I’équation (2), membre par membre,
pour obtenir 2k =36, d’ou k =18.

L’aire de la surface recouverte par trois tapis est donc égale 2 18 m?. REPONSE : (B)

A un moment entre 9 h 30 et 10 h, le triangle formé par les
aiguilles d’une montre est isocele (voir le diagramme). Si
chacun des angles égaux du triangle est deux fois plus grand
que le troisieme angle, quelle heure est-il?

(A)9h 35 (B)9h 36 (C)9h 37
(D)9h 38 (E)9h 39
Solution

Soit x la mesure de ’angle, en degrés, entre les deux
aiguilles. Le triangle illustré est isocele et chacun des angles
égaux du triangle est deux fois plus grand que le troisieme
angle. Donc :

Puisque 360° + 60 = 6°, a chaque minute la grande aiguille balaie un angle de 6°.

Puisque (360° + 12) +60= (é) , a chaque minute la petite aiguille balaie un angle de (%) .

A9hilyaun angle de 270° entre les deux aiguilles. Au moment dont on parle dans ’énoncé, il y a

un angle de 72° entre les deux aiguilles. A chaque minute, la grande aiguille gagne (5 %) sur la petite
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25.

270-72
51
2

donc 9 h 36. REPONSE : (B)

aiguille. Puisque =36, la position du diagramme est atteinte 36 minutes apres 9 h. 1l est

Pour chaque valeur de x, on définit f(x) comme étant la valeur minimale des trois expressions
2x+2, %x +1et —%x +7. Quelle est la valeur maximale de f(x)?

2 17 62
A) 2 (B) 2 © 7 D) & (E)7

Solution

Les trois expressions, 2x+2, %x +1let — % x + 7, peuvent définir les droites respectives d’équations
1 . .

y=2x+2 (1), y= Sxt I Qety= —%x +7 (3). Chaque expression représente alors

I’ordonnée d’un point sur la droite correspondante.

On trace une esquisse des droites et on détermine les points d’intersection.
y

Pour déterminer le point d’intersection des droites (1) et (2),

posons 2x+2 =%x+1. Donc :

3
—x=-1
2
2
x=-=
3

On reporte cette valeur dans 1’équation (1) pour obtenir :

2
=3
. ,. . . , 2 2
Le point d’intersection des droites (1) et (2) a pour coordonnées (—3, 3).
n . ,. . . . 20 62 .
De méme, le point d’intersection des droites (1) et (3) a pour coordonnées (ﬁ H) et le point

.. . ) . (24 17
d’intersection des droites (2) et (3) a pour coordonnées (? ?).

. ) . 1 3
Pour chaque valeur de x, la valeur minimale des trois expressions 2x+2, 5x+1 et —Zx+7 est

représentée par la plus petite des ordonnées des trois points sur les droites correspondant a cette
valeur de x. Les points choisis pour cette ordonnée minimale sont illustrés par un trait plus épais. La

valeur maximale de ces ordonnées est % REPONSE : (C)
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PARTIE A

1. Lavaleurde (1)"° +(-1)8 (=1 +(1)° est ;
(A)©Q (B)4 (C)1 (D) 16 (E)2

Solution
M+ + (=) +) =1+1-1+1

= REPONSE : (E)
2.  Lavaleurdexest:
(A) 15 (B) 20 (C)25 805 x°
(D) 30 (E) 35
50° 125°
Solution
Puisque B, C et D sont alignés, E
ZBCA =180°-125° \ A .
= 55°, 80¢, x
Dans le triangle ABC,
ZBAC =180°-(50°+55°)
— 750 50° 125°
=7 B (6} D
Puisque E, A et D sont alignés,
x°=180°-(80°+ 75°)
=59
La valeur de x est 25. REPONSE‘: (C)

3. Leplus grand nombre de lundis qu’il pourrait y avoir dans une période de 45 jours consécutifs est :
(A)5 (B)6 €7 (D)8 E)9

Solution
Sile premier jour est un lundi, alors ce sera aussi lundi 7 jours plus tard. Les lundis tomberont donc
les jours suivants : 1, 8, 15, 22, 29, 36, 43.
Dans une période de 45 jours consécutifs, il peut y avoir au plus sept lundis.
Reponsk : (C)

e s . . s 100
4. Le produit d’un nombre positif, de son carré et de son inverse est égal a e Quel est le nombre?

10 .. 10000
(D) 9 (E) 6561

81 ny 100 .9
(A) ﬁ (B) 81 (89 10
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Solution
Soit x le nombre.

Donc x(xz)(%]

el

X

190
81
00

L=

8
x=%

o

Puisque x est positif, x = %9. REponse : (D)

5. Lasomme de sept entiers positifs consécutifs est égale & 77. Le plus grand de ces entiers est :
(A)8 (B) 11 (C) 14 (D) 15 (E) 17

Solution

Puisque la somme des sept entiers est égale a 77. leur moyenne est égale a 2 =11.

Puisqu’il y a un nombre impair d’entiers consécutifs, le nombre du milieu est 11 et le plus grand
est 14, REpoNSE : (C)

6.  Sur une certaine calculatrice, le nombre 2 x 10> est représenté par 2E3. Comment le produit de
2E3 et de 3E2 serait-il représenté sur cetre calculatrice?

(A) 6E6 (B) 6ES (C) SES (D) 2.3E3 (E) 5E6
Solution
Le procuit de 2E3 etde 3E2 es[(?. X 10")[3 x 10"‘) =6x10°. Il est représenté par 6E5.
REPONSE : (B)
7.  Le périmétre de la figure est égal a : 4cm
(A) 19 cm (B)22 cm (C)2l cm |
(D) 15¢cm (E)20cm
4cm
[
7
Solution &
Au point A, on abaisse une perpendiculaire AB E 4cm A
aCD.
Puisque ABCE estun carré, chacun de ses cotés p
mesure 4 cm. Donc BD =3 cm. or
D’aprés le théoreme de Pythagore, dans le trian- Ll
gle ABD : AD* =4 +3° C B D

AD=5
Le périmetre de la figure est égal 2 4 +4+5+7=20 cm. REPoNsE : (E)
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8.  Trois des sommets d’un parallélogramme sont situés aux points (0, 1), (1, 2) et (2, 1). L"aire du
parallélogramme est égale a :

(A)1 (B) 2 (C) V2 (D) 22 (E)4

Solution

Iy a trois positions possibles pour le quatriéme

sommet. Cependant chaque parallélogramme

qui en résulte a la méme aire. [ (1,2) [ ]
Si on choisit le point (3, 2) pour le sommet, on

obtient un parallélogramme avec une base de 2 (0,1) e(21)
etunehauteurde 1. Son aireest égale a (2)(1) = 2.

Réponsg 1 (B)

"

9. Sil0<x<20 et 40 <y<60, laplus grande valeur possible de -';—; est:

(A)5 B) 2 © % D) 3 (E) 10

Solution

2
X

2y’
Puisque 10 < x < 20, la plus grande valeur de x” est (20)° = 400. Puisque 40 < y <60, la plus
petite valeur de 2y est 2(40)=80.

Pour maximiser il faut maximiser le numérateur et minimiser le dénominateur.

]

X 400

La plus grande valeur possible de %y est == 5. _ REPONSE : (A)
10. Sur un cube, on dit que deux points sont P

diamétralement opposés sila droite qui contient

les deux points contient aussi le centre du cube. Q

Le diagramme ci-contre illustre une figure qui
peut étre pliée pour former un cube. Quel point
serait alors diamétralement opposé au point P? R
(A)Q (B)R ©s
OT (E)yU

Solution
Le diagramme indique la position des points T 1
apres que I’on a formé le cube. Le point S est
diamétralement opposé au point P. Rl sl ©

!J
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PARTIE B

11.

13,

Lamoyenne de cing entiers est égale a 69. L'entier du milieu (la médiane) est égal 4 83. Le nombre
qui parait le plus souvent (le mode) est 85. L'étendue de ces cing nombres est égale & 70. Quel est
le deuxieme plus petit de ces cing entiers?

(A) 77 (B) 15 (C) 50 (D) 55 (E) 49

Solution
Puisque I’entier du milieu (la médiane) est égal a 83, les deux entiers les plus grands doivent tous
deux étre 85 (le mode). Puisque I'étendue de ces cing nombres est égale a 70, le plus petit des entiers
doit étre égal a 85-70=15.
La somme des cing entiers est égale 2 5(69) = 345.
Le deuxigme plus petit des cing entiers est donc égal & 345 -(85+85+83+15)=77.

REFONSE : (A)

Dix points A, A,, A5, ..., A, sontplacéssurun
cercle a égales distances. Si C est le centre du
cercle, quelle est lamesure, en degrés, de 1’angle

AAC?
(A) 18 (B) 36 (©) 10
(D) 72 (E) 144
Solution
On trace les segments A /A;, AC et AC. A
Puisque les points A, A,, A;, ..., A, sont Ao 2
placés a égales distances, ils forment des angles A A
° 3
au centre égaux, mesurant chacun % =36°.
)
Donc ZA,CAs = 4(36°) Ag Ay
=144°,
Puisque A,C = A;C, alors le triangle A;CA;s est A7 i As
isocele.
o _ o
Donc £A/A;C= {[804214-4—-1
=18°.
L’angle A;AsC mesure donc 18 degrés. REPONSE : (A)

En changeant I'ordre des chiffres 1, 2, 3 et 4, on peut former vingt-quatre nombres différents de
quatre chiffres. Si on écrit ces vingt-quatre nombres en ordre, du plus petit au plus grand, dans
quelle position le nombre 3142 se trouve-t-il?

(A) 13¢ (B) 14¢ (C) 15¢ (D) 16¢ (E) 17¢
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14.

15.

16.

Solution

Les douze premiers nombres commencent par un 1 ou un 2. Les six nombres suivanis commencent
par un 3. Ces six nombres, dans 'ordre, sont 3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421.

Le nombre 3142 est en 14* position. REPONSE : (B)

Un faisceau de lumiére est projeté a partir du T
point §. 11 est réfléchi dans un miroir au point P
pour atteindre le point T de maniére que PT soit
perpendiculaire & RS. Alors la mesure de x est

égalea:
(A) 26° (B) 13° (C) 64° P -
(D) 32° (E) 58° 6
P —
R S
Solution
On prolonge le segment 7P jusqu’au pointA sur T
RS. Puisque TP et RS sont perpendiculaires,
ZSPA =180°-90° - 26° N,
alors
=64°,
Soities points M et Nindiqués sur le diagramme. X
Puisque les angles TPN et MPA sont opposés P
o
par le sommet, ZMPA = x. 26
Puisque ZSPA=2x, alors 2x=64°, d’od R R B
x=32°,
Alors la mesure de x est égale a 32°. REPONSE : (D)

Si xzyzg’ =TPet xy’= 7°, alors xyz estégal a:
(A) 7° (B) 7° © 7 (D) 7° (E) 7*

Solution
On multiplie les deux égalités, membre par membre, pour obtenir : (x’yz*)(xy*) =(7*)(7°)
xﬁ-‘,:"l - ?IZ

Donc xyz=7". REponsk : (E)

La somme des 50 premiers entiers impairs positifs est égale & 507. La somme des 50 premiers
entiers pairs positifs est égale a : .
(A) 50° (B) 50° +1 (C) 50°+25 (D) 50°+50  (E) 50° +100

Solution

Chacun des 50 premiers entiers pairs est 1 de plus qu’un des 50 premiers entiers impairs.

La somme des 50 premiers entiers pairs positifs est donc égale a la somme des 50 premiers entiers
impairs positifs plus 50 fois le nombre 1.

La somme des 50 premiers entiers pairs positifs est égale & 50° + 50. REPONSE: (D)



1997 Concours Fermat

17.

18.

19.

En 1996, la population de Sudbury abaissé de 6 %, tandis que la population de Victoriaa augmenté
de 14 %. A la fin de 1996, ces deux villes avaient la méme population. Que! était le rapport de la
population de la ville de Sudbury a la population de Victoria au début de 19967

(A) 47:57 (B) 57:47 (C) 53:43 (D) 53:57 (E) 43:47

Solution
Soit s la population de Sudbury au début de 1996 et v la population de Victoria au début de 1996.
A la fin de 1996, la population de Sudbury est égale 2 0,94s, tandis que la population de Victoria
est égale a 1,14v. Onadonc 0,94s=1,14v (1).

Pour obtenir s: v, on divise chaque membre de (1) par 0,94v.
1,14 s _357

; o s
On obtient ainsi — = =—.
v 47

— ) = .
> 0.94 REPONSE : (B)
On considére I'ensemble A ={l,2.3,5,8,13,21,34,55}. Combien d’entiers, entre 3 et 89, ne

peuvent pas étre exprimés comme la somme d’exactement deux éléments de I’ensemble?
(A)43 (B) 36 (C) 34 (D) 55 (E) 51

Solution

On compte d’abord le nombre d’entiers, entre 3 et 89, qui peuvent étre exprimés comme la somme
d’exactement deux éléments de 1’ensemble. Puisque chaque élément de I'ensemble est la somme
des deux éléments précédents, on peut ajouter 55 a chacun des sept premiers éléments pour former
sept entiers différents, chacun inférieur a 89,

De méme, on peut ajouter 34 a chacun des sept premiers éléments, on peut ajouter 21 a chacun des
six premiers éléments, ainsi de suite. Le nombre d’entiers, entre 3 et 89, qui peuvent étre exprimés
comme Jasomme d'exactementdeux élémentsdel’ensembleestégala 7+ 7+6+5+4+3+2 =34,
Puisqu’ily a85entiersentre 3 et 89, alors il ya 85 — 34 = 51 entiers qui ne peuvent pas étre exprimés
comme la somme d’exactement deux éléments de |'ensemble. REponsE : (E)

L’équation de la droite AD est y=+/3(x=1). BD est la
bissectrice de £ ADC. Si les coordonnées de B sont (p, g),
queiie est la valeur de ¢?

(A)6 (B) 6.5 (C) =

12 13
(D) 7 (E) ‘=

Solutions
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Solution
Puisque I'abscisse du point D est |’abscisse a I’origine de la y
droite AD, les coordonnéesde Dsont (1, 0). Donc DC =12. 4
Puisque la pente de AD estégale 2 v/3, alors AC =12+/3 et A/
ZLADC =60°.
Puisque BD est la bissectrice de ZADC, alors B(p.q)
ZBDC=30° et le triangle DBC est un triangle 60°
30°-60°-90°. Les longueurs de ses ctés sont done dans un 30 ’
-, D 12 (13,0)
rapport 1:~/3:2.
Donc BC = % ce qui est la valeur de g. REPONSE : (D)
&
20. Tous les triangles du diagramme sont équilatéraux. Si A
AB =16, I'aire totale de tous les triangles noirs est égale a : AAA
(A) 3743 (B) 3243 (C) 2743 A A
i3 5.3 AAAA
(D) 64+/3 (E) 33 & y
AA AA
A A A A
AAAAAAAA
' C
Triangle de Sierpinski
Solution
Le diagramme compte 27 triangles noirs. Si on divise le A
grand triangle en petits triangles, alors en comptant du bas
jusqu’en haut, le nombre de petits triangles est égal i :
8+2(7)+2(6)+2(5)+2(4)+2(3)+2(2)+2(1) = 64
Donc g du triangle ABC est colorée en noir.
On abaisse la hauteur AD. Puisque le triangle ABC est /
équilatéral et puisque AB=16, dlors BD=DC=8.0n % D—' .
utilise le théoréme de Pythagore, ou le fait que le triangle
ABD est un triangle 30°-60°-90° et que les longueurs de
ses cotés sont dans un rapport 1:+3:2, pour obtenir AD =8+/3.
L’aire du triangle ABC est donc égale a %(&5)(16) =64+/3. L aire totale de tous les triangles
noirs est donc égale a §(64-\-"§) =274J3. REpoNSE : (C)
PARTIE C
‘f + 3+
21. Soita, b et c trois entiers positifs tels que ————— = 11. Le nombre de triplets (a, b, ¢), tels que
b +=+1

a C

a+2b+c<40,estégala:
(A) 33 (B) 37 (C) 40 (D) 42 (E) 45
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Solution

a’b +a*c+abc _
b’c+ab* +abc
a(ab+ac+bc) _
b(bc +ab+ac)

11
11

2-11

a=11b
On reporte a =115 dans I'inéquation a +2b+ ¢ < 40 pour obtenir 135 +¢ <40.
Puisque b et ¢ sont des entiers positifs, b ne peut prendre que les valeurs 1, 2 et 3. Puisque a = 115,
a prend trois valeurs correspondantes.
Si b =3, I'inéquation 13b+c <40 devient 39+c¢<40,d’ ol ¢ < 1.
Elle admet un triplet, (33, 3, 1).
Si b=2,'inéquation devient 26 + ¢ <40, d’ol ¢ < 14.
Elle admet 14 valeurs possibles de ¢ et donc 14 triplets.
Si b =1, I'inéquation devient 13+ ¢ <40, d’od ¢ <27.
Elle admet 27 valeurs possibles de ¢ et donc 27 triplets.

Le nombre de triplets qui vérifient les conditions données est égal a 1+14+27 =42,
REpoNsE : (D)

22. Soit x et y des entiers et x20. Le nombre de couples (x, y) différents qui vérifient I’équation

2% 2xy+y° =289 est égala:
(A)8 (B)7 (C)5 (D)4 (E)3

Solution

2 +(x- y)2 =289, Aumoyende triplets

o ; 2 2
On récrit I'expression 2.x~ —2.xy + ¥~ = 289 sous forme x
pythagoriciens, on conclut que les valeurs possibles de x sont 0, 8, 15et 17.
On reporte chaque valeur de x dans I'équation et on résout les équations qui en résultent. On obtient

sept couples différents. REpONSE : (B)

23. Si f(x)=px+gqetsi f(f(f(.t)))=8.t+21.petqétam des nombres réels, alors p+ g estégal i :
(A)2 (B)3 (©S5 (D)7 (E) 11
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Solution
ff() = f(px+q)
=ppx+q)+q
=p’x+pg+q

F(f(f)) = £(P’x + pg+4q)
=p(p’x+pg+q)+q
=px+p’q+pa+q
Puisque f(f(f(x))) =8x+21, alors 8x+21=p’x+ Plg+ P+ q pour toutes les valeurs de x.

Donc p* =8,d’ol p=2,et p’q+ pg+q=21,d"od g=3.
Donc p+g=5. REpoNsE : (C)

24.  Le premier terme d’une suite de nombres est , = 5. Les termes suivants sont définis au moyen de
la formule 1, —1,_; =2n+3 pour n2>2 . La valeur de 15, est :
(A) 2700 (B) 2702 (C) 2698 (D) 2704 (E) 2706

Solution
I1 s’agit d’une série télescopique.
On reporte n=2,3,4,..., 50 dans la formule donnée pour obtenir :

Iz—fl =7
I3—1 =90
.f4—f3=11

149 — t4g =101

50 — g9 =103

On additionne les membres gauches et les membres droits des égalités pour obtenir
Isg=H=T7+9+11+..+101+103.

Le membre droit est une série arithmétique de 49 termes.

Sa somme est égale a f9(_7;-10ﬁ =2695.
Donc g5 — 1, =2695.

150 -5= 2695

tso = 2700 REPONSE : (A)
25. Dans le triangle ABC, Restle milieude BC, CS=35A. et A

aE, L si w est I'aire du triangle CRS, x est I'aire du S
TB g
triangle RBT et zest'aire du triangle ATS, et si x* = wz, g

alors la valeur de % est éga.le a:

(A) \"le -3 (B) ‘\”212"“3 (C) ‘.-"I216"' 3
V105 + 3 105 -3
(D) —6 (E) A~
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Solution

On joint A et R, de méme que C et 7. Soit a, b et ¢ les’ A
longueurs indiquées et soit k 1'aire du triangle ABC. b
aire du triangle CRS _ 3

aire du triangle CRA 4 T

3k 99

Puisque CS5=354, alors 3b

3k
Donc w=—-—ou w=—.
4 2 8 ; B a R a C
aire du triangle RBT _ ¢
aire du triangle ABR  p+q

Puisque BT :TA=gq: p, alors

Donc x = ——— —

aire du triangle ATC _ p
aire du triangle ABC  p+gq

De plus,

Donc I'aire du triangle ATC est égale & k-—2— ou —‘&
pPtq ptq

aire du triangle ATS _ 1
aire du triangle ATC 4~

Puisque CS = 3SA - alors

Donc z:l.p_k
4 pt+q

pk
4(p+q)

2

qk” 3pk?
4(p+q) 32p+q)
8¢°k* =3pk*(p+q)
8¢° =3p(p+q) (puisque k #0)
3p* +3pqr~3qf2 =0

2

. 2
Puisque x° =wz, alors

On divise chaque membre de |’équation par q°.

3(EJ +3[£J-3:0
q q

p_-3+./9-4(3)(-8)

q 6
_ _31_\;;1—0-5-

6
Puisque LES 0, alors P o 103 3.
q q 6

REPONSE : (E)
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