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Partie A

1. Solution 1
On développe et on simplifie :

11 1 16 16 16 16
24<1+—+—+—+—>:16+7+Z+§+1—6:16+8+4+2+1:31

Solution 2
On additionne d’abord les fractions au moyen d’'un dénominateur commun :

1 1 1 1 6 8 4 2 1 31
214+ -4+ s+=+—|=16—+—+—+—+—]=16(= ) =31
(+2+22+23+24) (16+16+16+16+16) (16)

REPONSE : 31

2. Soit d I’age de Denis aujourd’hui et j I'age de Jean aujourd’hui, en années.
Il y a quatre ans, Denis avait (d —4) ans et Jean avait (j —4) ans.
Dans cinq ans, Denis aura (d 4+ 5) ans et Jean aura (j + 5) ans.
D’apres le premier renseignement, d —4 = 3(j — 4), doud —4 =35 — 12, oud = 35 — 8.
D’apres le deuxieme renseignement, d + 5 = 2(j +5), dou d+ 5 = 25 + 10, ou d = 2j + 5.
Les deux expressions pour d sont équivalentes. Donc 35 — 8 = 25 + 5, d’ou j = 13.
On reporte cette valeur dans 1’équation d = 2j + 5. Donc d = 2(13) + 5, ou d = 31.
Donc Denis a 31 ans maintenant.

REPONSE : 31

3. Lorsqu’on jette le dé rouge, il y a 6 résultats équiprobables. Pour chacun de ces résultats, il y
a 6 résultats équiprobables lorsqu’on jette le dé bleu.
Lorsqu’on jette les deux dés, le nombre de résultats équiprobables est donc égal a 6 x 6, ou 36.
(Ces résultats sont 1 rouge et 1 bleu, 1 rouge et 2 bleu, 1 rouge et 3 bleu, ..., 6 rouge et 6 bleu.)
Le tableau ci-dessous indique la somme des deux numéros pour chaque résultat :

Dé bleu

1 2 3 4 5 6

112 3 4 5 6 7

213 4 5 6 7 8

Dé 3(4 5 6 7 8 9
rouge 4(5 6 7 8 9 10
516 7 8 9 10 11

6|7 8 9 10 11 12

Or, les seuls carrés parfaits de 2 & 12 sont 4 (c.-a-d. 2%) et 9 (c.-a-d. 3?). Donc, 7 des 36 résultats
équiprobables possibles sont des carrés parfaits.
Donc, la probabilité pour que la somme soit un carré parfait est de %.

7 . l
REPONSE : 36
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4. Solution 1
On écrit 18 800 en factorisation premiere :

18800 = 188-100 =2-94-10* =2-2-47 - (2-5)% = 22.47- 2% . 5% = 2547}

Si d est un diviseur positif de 18 800, alors en factorisation premiere il ne peut avoir plus de
4 facteurs 2, 2 facteurs 5 et 1 facteur 47 et il ne peut avoir aucun autre facteur premier. Donc
si d est un diviseur positif de 18800, alors d = 295°47¢, a, b et ¢ étant des entiers tels que
0<a<4,0<b<2et0<c<1.

On veut compter combien il y a de diviseurs d qui sont divisibles par 235. Puisque 235 = 5 x 47,
il faut que d admette au moins un facteur 5 et un facteur 47. On doit donc avoir b > 1 et ¢ > 1.
(En effet, puisque 0 < ¢ < 1, il faut que ¢ soit égal a 1.)

Soit D un diviseur positif de 18 800 qui est divisible par 235.

Donc D est de la forme d = 2°5°47!, a et b étant des entiers tels que 0 < a<4et 1 <b< 2.
Puisqu’il y a 5 valeurs possibles de a et deux valeurs possibles de b, alors le nombre de valeurs
possibles de D est égal a 5 x 2, ou 10.

Le nombre 18 800 admet donc 10 diviseurs positifs qui sont divisibles par 235.

Solution 2

Un diviseur positif de 18 800 qui est divisible par 235 doit étre de la forme 235¢, ¢ étant un
entier strictement positif. On veut donc compter le nombre d’entiers strictement positifs ¢ qu’il
existe de maniere que 235¢ soit un diviseur positif de 18 800.

Or 235¢q est un diviseur positif de 18 800 s’il existe un entier positif d tel que (235¢)d = 18 800.
On divise chaque membre par 235. On cherche donc des entiers positifs d tels que gd = 80.
On veut donc compter combien il y a d’entiers positifs ¢ pour lesquels il existe un entier positif
d tels que qd = 80.

En d’autres mots, on veut compter combien il y a de diviseurs positifs de 80.

On peut procéder comme dans la partie (a) ou, puisque 80 est un nombre plutot petit, on peut
déterminer tous ses diviseurs : 1, 2,4, 5,8, 10, 16, 20, 40, 80.

Il y a 10 diviseurs. Le nombre 18 800 admet donc 10 diviseurs positifs qui sont divisibles par
235.

REPONSE : 10
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5. Puisque OF passe par le centre du cercle et qu’il est perpendiculaire aux cordes AB et DC il
coupe AB et DC en leur milieu. On a donc AE = EB et DF = F(C.
(Pour confirmer de fagon plus détaillée que AE = EB, on peut joindre O a A et O a B. Puisque
OA = OB (ce sont des rayons), le c6té OF est commun aux triangles OAE et OBE. Puisque
ces triangles sont rectangles et qu’ils ont deux paires de cotés congrus deux a deux, ils sont
congruents. Donc AE = EB. Un argument semblable démontre que DF = F (')
Puisque AE = EB et que AB = 8, alors AE = EB = 4.
Puisque DF = FC et que DC = 6, alors DF = FC = 3.
On joint O a Bet O aC.
Soit r le rayon du cercle et OF = z.

Puisque le triangle OE'B est rectangle et que OF =z, EB = 4 et O

OB = r, alors par le théoréme de Pythagore, on a r? = a2 + 42, E

Puisque OF =z et EF =1, alors OF =z + 1. A\ \/B
Puisque le triangle O F'C est rectangle et que OF = z+1, FC = 3 et D ';: C

OC = r, alors par le théoréme de Pythagore, on ar? = (z+1)2+3%

On soustrait la 1* équation de la 2°¢ pour obtenir 0 = (z? + 2z + 1 + 9) — (22 + 16), d’on
0=2x—6,oux=3.
Puisque x = 3, alors r? = 3% 4+ 42, ou r? = 25. Puisque r > 0, alors r = 5.

REPONSE : 5

6. Soit Ry, Ry et R3 les trois rangées, C, Cs et (3 les trois colonnes, D; la diagonale qui monte
de gauche a droite et Dy la diagonale qui descend de gauche a droite.
Puisque le tableau est un carré magique, les nombres de chaque rangée, de chaque colonne et
de chaque diagonale ont la méme somme.
En comparant R, et Dy, on a loga + logb + logx = log z + logy + log .

Donc loga + logb = log z 4+ log y, d’ou log(ab) = log(yz). Donc ab = yz, ou z = —.
Yy
En comparant C'y et Ry, on a loga+ p+logz = p+ logy + logc.

Donc loga + log z = logy + log ¢, d’ou log(az) = log(cy). Donc az = cy, ou z = Y
a
b b &)
Puisque z = Dot 2= %, alors & = %, d'otr 2 = a2
a Yy a c
ab1/2

Puisque a,b,c,y > 0, alors y = VR
c
En comparant C5 et Dy, on a logx + logc+r =loga + logy + 7.
a
Donc log z + log ¢ = log a + log y, ou log(xc) = log(ay). Donc zc = ay, d’ou z = 9.
c

D _ay cy 4 ab'/? 3_a3b3/2
oncayz=-—-y — =y =|—5 =G

a
(I y a beaucoup d’autres fagons d’obtenir le méme résultat.)

a3b3/2

REPONSE : TYz = W
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Partie B
1.

(a)

A et B sont les points ol la parabole d’équation y = 25 — 2 coupe I'axe des abscisses.
A ces points, on a y = 0. L’équation y = 25 — 22 devient 0 = 25 — 22, d’ol 22 = 25, ou
x = £5. Donc, A a pour coordonnées (—5,0) et B a pour coordonnées (5,0).

Le segment AB a donc pour longueur 5 — (=5), ou 10.

Puisque ABC'D est un rectangle, BC' = AD et ZDAB = 90°.
Puisque BD = 26 et AB = 10, alors d’apres le triangle de Pythagore,

AD = +vBD? — AB?2 = v/262 — 102 = v/676 — 100 = v/576 = 24

puisque AD > 0.
Puisque BC' = AD, alors BC' = 24.

Puisque ABC'D est un rectangle dont les cotés sont paralleles aux axes, alors D et C' sont
directement en dessous des points respectifs A et B.

Puisque AD = BC' = 24, que A a pour coordonnées (—5,0) et que B a pour coordonnées
(5,0), alors les coordonnées de D sont (—5, —24) et celles de C sont (5, —24).

Le segment DC' est donc sur la droite d’équation y = —24.

FE et F sont donc les points d’intersection de la droite d’équation y = —24 et de la parabole
d’équation y = 25 — 2.

Les coordonnées de ces points satisfont donc aux deux équations. On a donc —24 = 25— a2,
d'ott 22 =49, ou x = £7.

E et F ont donc pour coordonnées respectives (—7, —24) et (7, —24).

Le segment EF a donc pour longueur 7 — (—7), ou 14.

2z + 11y

Puisque = et y sont des entiers strictement positifs tels que ——
3z + 4y

= 1, alors
20+ 11y =3x + 4y, dou 7y = z. On pose x = 7T et y = 1.

20+ 11y 2(7)+11(1) 25
3r+4y  3(7)+4(1) 25
Les entiers x = 7 et y = 1 satisfont a I’équation.

(On aurait pu choisir n’importe quel couple (z,y) d’entiers strictement positifs tels que
r="Ty.)

Dans ce cas, on a = 1. L’équation est donc vérifiée.

a c
Soit u = 7 et v = 7 a, b, c,d étant des entiers strictement positifs.

1 1l /a ¢ 1 (ad+ be ad + be
Lamoennedeuetdevestéaleé—u+v:—<—+—>:— = :
Y galed slutv) =53+ 7) =2 " 2bd
. a ax c oy . . .
Puisque u = - = — et v = — = —= pour tous entiers strictement positifs = et y, alors
b bz d dy

chaque fraction de la forme est une médiante de u et de v.

br + dy
+ be

+ , . )
y7 x et y étant des entiers strictement
bx + dy

Est-il possible d’écrire sous la forme

positifs ?
ar+cy ad+cb ad+be
br+dy bd+db  2bd

d b d+b d+b
Si on écrit u et v sous formes u = Z_d et v = é, on obtient la médiante Zd —tbccl _ ¢ Q;Ld C,

qui est égale a la moyenne de u et de v.
La moyenne de u et de v est donc une médiante de u et de v.

Oui. En effet, posons x = d et y = b. Donc
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()

Soit v et v deux nombres rationnels strictement positifs tels que u < v.

/1. a-+c , a
Une médiante m de u et de v est un nombre de la forme ——, u et v étant tels que u = —

c b+d b
et v = 7 a, b, c,d étant des entiers strictement positifs.

Puisque u < v, alors % < c%’ d’ott ad < be (puisque b, d > 0).

Il faut démontrer que u < m et que m < v.
On le démontrera en montrant que m —u > 0 et v —m > 0.
On considere m — u :
at+c a bla+c)—alb+d) ab+bc—ab—ad bec—ad
m —u = _—— = = =
b

Cb+d b(b+ d) b(b+ d) b(b+ d)

Puisque a,b,c,d > 0, le dénominateur de cette derniere fraction est positif. Puisque

bc > ad, le numérateur aussi est positif.

bc — ad
Doncm—u:ﬁ>0,d’oﬁm>u.

On considere v — m :
o_m=C_ate_ c(b+d)—dla+c) bectecd—ad—cd  bec—ad

d b+d d(b + d) d(b + d) d(b + d)

Puisque a,b,c,d > 0, le dénominateur de cette derniere fraction est positif. Puisque

bc > ad, le numérateur aussi est positif.

bc — ad
Doncv—m:ﬁ>0,d’oﬁv>m.

Donc u < m < v, ce qu’il fallait démontrer.

On écrit tous les produits possibles en commencant par tous les termes qui commencent
par a; (c-a-d. ou ¢ = 1), puis tous ceux qui commencent par as, puis tous ceux qui
commencent par as :

alagagz(—l)-(—l)-lz a1a4a5:(—l)-1~1:—1
10204 = (—1) . (—1) -1 = QA20304 = (—1) -1-1=-1
a1a205 = (—1) : (—1) -1 = ao0305 = (—1) -1-1=-1
ajagzas = (—1)-1-1= -1 asagas = (—1)-1-1=—1
ajazas = (—1)-1-1=—1 asagas =1-1-1=1

Quatre des dix produits possibles égalent 1.

Chaque terme a;a;a; a un produit égal a 1 ou a —1 selon qu'il contient un nombre pair
ou impair de facteurs —1.

Si a;aja), comprend trois facteurs 1 et aucun facteur (—1), il a un produit de 1.

Si a;ajar, comprend deux facteurs 1 et un facteur (—1), il a un produit de —1.

Si a;aja;, comprend un facteur 1 et deux facteurs (—1), il a un produit de 1.

Si a;aja;, comprend aucun facteur 1 et trois facteurs (—1), il a un produit de —1.
Puisque la suite comprend m termes —1 et p termes 1, alors :

— le nombre de fagons de choisir trois facteurs 1 et aucun facteur (—1) est égal a <‘§> (Tg> ;

— le nombre de fagons de choisir deux facteurs 1 et un facteur (—1) est égal a (g) (T)’
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— le nombre de fagons de choisir un facteur 1 et deux facteurs (—1) est égal a (I;) (2)
p\ [m
— le nombre de fagons de choisir aucun facteur 1 et trois facteurs (—1) est égal a (O) 5

Donc, le nombre de termes a;a;a; qui ont un produit de 1 est égal a < ) < ) (? ) ( )

et le nombre de termes qui ont un produit de —1 est égal a (g) (1) ( ) ( )

Si la moitié des termes ont un produit de 1, alors ’autre moitié des termes ont un produit
de —1. Le nombre de termes de chaque sorte est le méme.
Cette propriété est équivalente a chacune des équations suivantes :

B0 0E) = G0 GE)
p(p (2;%17) 2) 1+ p- M(;rzlg 1) _ p(];(;)l) mo+ 1 m(m 3—(21))((1”; —2)
p* —3p* +2p) +3pm(m —1) = 3mp(p — 1) + (m* — 3m* + 2m)
P> —3p* +2p+3m*p —3mp = 3mp® —3mp+m® —3m* +2m

Chaque étape jusqu’ici est réversible, ce qui indique que cette derniere équation est
équivalente a la propriété que I'on considere.
On regroupe les termes du membre de gauche et on factorise :

p* —m?® —3(p* —m?) + 2(p — m) + 3m*p — 3mp?
(p —m)(p* +mp+m?) = 3(p —m)(p+m) +2(p — m) = 3mp(p —m) =
(p —m)(p* +mp+m® = 3(p+m)+2—3mp) =
(p—m)(p* —3p—2mp+m?—3m+2) =

o o O O

(On a utilisé les identités p* —m?3 = (p—m)(p* + mp+m?) et p> —m? = (p—m)(p+m).)
Donc, la condition que l'on considere est équivalente a ce que p — m = 0 ou
p?=3p—2mp+m?*—3m+2=0.

On compte le nombre de couples (m, p) dans chacun de ces deux cas. Le premier est plus
simple que le deuxieme.

1 cas:p—m =0
On veut compter le nombre de couples (m,p) d’entiers strictement positifs qui satisfont
a:

1<m<p<1000 eta m+p>3 eta p—m=0

Sip—m =0, alors p = m. Puisque 1 < m < p < 1000 et que m + p > 3, alors les couples
(m, p) possibles sont de la forme (m,p) = (k, k), k étant n’importe quel entier de k = 2 a
k = 1000. Il y a 999 tels couples.

2¢cas :p* —3p—2mp+m?—3m+2=0
On veut compter le nombre de couples (m,p) d’entiers strictement positifs qui satisfont
a:

1<m<p<1000 etd m4p>3 eta p*—=3p—2mp+m*—3m+2=0
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On commence par cette derniere équation. On la considere comme équation du second
degré en p (dont les coefficients sont en fonction de m) :

P> —p(2m+3)+ (m* —3m+2) =0

D’apres la formule bien connue, cette équation admet une solution p si et seulement si :

(2m+3) £ /(2m + 3)2 — 4(m? — 3m + 2)
2
(2m +3) £ /(4m? + 12m + 9) — (4m? — 12m + 8)
2

(2m +3) £v24m + 1
2

Or puisque m > 1, alors 24m + 1 > 25, d’ou v/24m + 1 > 5.
(2m+3)—\/24m+1<(2m—|—3)—5_m .
2 = 2 T

(2m + 3) — v/24m + 1

p > m, ce qui crée une situation impossible.
Donc dans le 2¢ cas, on cherche les couples (m, p) d’entiers strictement positifs qui satisfont
a:

Donc

En d’autres mots si p = , alors p < m — 1. Or d’apres I’énoncé,

(2m+3)+v24dm +1

MH1<m<p<1000 eta (II)m+p>3 eta (L) p= 5

D’apres (III), pour que p soit un entier, il faut que /24m + 1 soit un entier. Il faut donc
que 24m + 1 soit un carré parfait.

Puisque 24m + 1 est toujours un entier impair, 24m + 1 doit étre un carré parfait impair.
Puisque 24m + 1 est 1 de plus qu’un multiple de 3 (car 24m est un multiple de 3), alors
24m + 1 n’est pas un multiple de 3.

Donc si m donne une valeur entiere a p, alors 24m + 1 doit étre un carré parfait qui n’est
pas un multiple de 3.

On cherche donc les carrés parfaits impairs qui sont de la forme 24m + 1 et qui ne sont
pas des multiples de 3.

Or, tous les carrés parfaits impairs qui ne sont pas des multiples de 3 sont de la forme
24m + 1. (Cette propriété sera démontrée a la toute fin.)

Les valeurs de 24m + 1 que I'on cherche sont tous les carrés parfaits impairs qui ne sont
pas des multiples de 3.

On vérifie ensuite que (II) est toujours vérifiée.
On peut supposer que m > 1. D’apres la formule qui exprime p en fonction de m, on voit

2(1)+3 24(1) +1
que p > 2)+3) + (L) + =5, doutm+p>1+5=06. La condition m +p > 3

est donc toujours vérifiée.

On vérifie ensuite qu'une partie de (I) est toujours vérifiée.
(2m+3)++v24m +1 S 2m
2 - 2

On remarque que p = = m. Donc, la condition p > m est

toujours vérifiée.
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On veut donc compter le nombre de couples (m, p) d’entiers strictement positifs tels que

(2m+3)+v24dm +1
5 :

p <1000 et p =

D’apres un résultat précédent, les valeurs de m que 'on considere sont celles pour les-
quelles 24m + 1 est un carré parfait impair qui n’est pas un multiple de 3.

Dans un tableau, on place les valeurs possibles de 24m + 1 (carrés parfaits impairs qui ne
sont pas des multiples de 3), ainsi que les valeurs correspondantes de m et de p (selon la

formule) :
2dm + 1 m P
52 =25 1 )
72 =49 2 7
112 =121 ) 12

143% = 20449 | 852 | 925
145% = 21025 | 876 | 950
1477 = 22201 | 925 | 1001

Dans cette derniere rangée, on a p > 1000, ce qui dépasse les valeurs permises de p. On

peut donc arréter, car une plus grande valeur de 24m + 1 donnera une plus grande valeur

de m et de la une plus grande valeur de p.

(On aurait pu obtenir la restriction sur les valeurs de m en résolvant I'inéquation

(2m+3)+v24dm +1
2

< 1000.)

Il reste a compter le nombre de couples qui découlent de ce tableau.

On le fait en comptant le nombre de carrés parfaits impairs, de 52 & 1452, qui ne sont pas
des multiples de 3.

Cela est équivalent a compter le nombre d’entiers impairs, de 5 a 145, qui ne sont pas des
multiples de 3.

De 5 a 145, il y a 71 entiers impairs. En effet, a partir de 5, on peut ajouter 70 fois le
nombre 2 pour arriver a 145.

De 5 a 145, les multiples impairs de 3 sont 9, 15,21, --- 135,141. Il y en a 23, car a partir
de 9, on peut ajouter 22 fois le nombre 6 pour arriver a 141.

Puisque 71 — 23 = 48, il y a 48 entiers impairs, de 5 a 145, qui ne sont pas des multiples
de 3.

Dans ce cas, il y a donc 48 couples (m, p).

En tout, le nombre de couples (m, p) pour lesquels exactement la moitié des termes a;a;ay
ont un produit de 1 est égal a 999 + 48, ou 1047.

Il reste a démontrer la propriété suivante qui a été utilisée ci-haut :
Chaque carré parfait impair qui n’est pas un multiple de 3 est de la forme 24m+-1.
Démonstration
Soit k% un carré parfait impair qui n’est pas un multiple de 3.
Puisque k2 est impair, alors k est impair.
Puisque k2 n’est pas un multiple de 3, alors k n’est pas un multiple de 3.
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Puisque k est impair, il doit étre de la forme k = 6¢g — 1 ou k = 6g+ 1 ou k = 6q + 3,
g étant un entier quelconque. (La forme k = 6¢ + 5 est équivalente a la forme k = 6 — 1.)
Puisque k n’est pas un multiple de 3, alors k ne peut pas étre de la forme 6g + 3 (qui est
équivalente a 3(2¢ + 1)).

Donc, on a k =6g —1ou k =6q+ 1.

Dans le premier cas, k* = (6g — 1)? = 36¢> — 12¢ + 1 = 12(3¢*> — ¢) + 1.

Dans le deuxieme cas, k* = (6g + 1)* = 36¢*> + 12¢ + 1 = 12(3¢* + q) + 1.

Si ¢ est un entier pair, alors 3¢? est pair. Alors 3¢> + q et 3¢*> — ¢ sont tous deux pairs.
Si g est un entier impair, alors 3¢? est impair. Alors 3¢® + ¢ et 3¢ — ¢ sont tous deux pairs.
Si k? = 12(3¢> + q) + 1, alors puisque 3¢> + ¢ est pair, il existe un entier z pour lequel
3¢°> +q = 2x. On a donc k? = 24z + 1.

Si k% = 12(3¢> — q) + 1, alors puisque 3¢> — ¢ est pair, il existe un entier y pour lequel
3¢°> — g =2y. On a donc k? = 24y + 1.

Dans chaque cas, k? est 1 de plus qu'un multiple de 24, ce qu’il fallait démontrer.



