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1.

(a)

(b)

Le cotit en avion comprend des frais de réservation de 100 $ plus 0,10 $ le kilometre.
Pour parcourir 3250 km en avion de A a B, le cout est de 100$ + 3250 x 0,10$, soit
100$ + 3259, ou 425 $.

Puisque le triangle ABC est rectangle, on peut utiliser le théoreme de Pythagore.
Donc BC? = AB? — C A%, d’ou BC? = 3250% — 30002, ou BC? = 1562 500.

Donc BC = 1250 km (puisque BC > 0).

Piravena voyage 3250 + 1250 + 3000 ou 7500 km en total.

Pour voyager en avion de B a C, le cott est de 100$ + 1250 x 0,108, ou 225$.

Pour voyager en autocar de B a C, le cott est de 1250 x 0,158, ou 187,50 $.

Puisque Piravena a choisi le moyen de transport le moins dispendieux pour chaque étape,
elle a pris l'autocar de B a C.

Pour voyager en avion de C' a A, le cout est de 100 $ + 3000 x 0,10 $, ou 400 $.

Pour voyager en autocar de C' a A, le cout est de 3000 x 0,15$, ou 450 3.

Puisque Piravena a choisi le moyen de transport le moins dispendieux pour chaque étape,
elle a pris 'avion de C a A.

On peut vérifier : 425% + 187,50$ + 400 $ = 1012,50 $, ce qui correspond au coiit indiqué.

On reporte x = 6 dans I'identité f(x)— f(x—1) = 42 —9 qui devient f(6)— f(5) = 4x6—09.
Puisque f(5) =18, on a f(6) —18 =24 —9, d’ou f(6) — 18 = 15, ou f(6) = 33.
On reporte x = 5 dans l'identité f(x)— f(z—1) = 42 —9 qui devient f(5)— f(4) = 4x5-9
Puisque f(5) =18, on a 18 — f(4) =20 —9, d'ou 18 — f(4) =11, ou f(4) =T.
On reporte © = 4 dans l'identité f(x)—f(z—1) = 40 —9 qui devient f(4)— f 3) =4x4-9

Puisque f(4) =7,ona7— f(3) =16 -9, dou 7 — f(3) =7, ou f(3) =

Puisque f(5) = 18, alors 2(5%) + 5p + ¢ = 18, d’ott 50 + 5p + ¢ = 18, ou 5p + ¢ = —32.
Puisque f(3) =0, alors 2(3%) +3p+¢ =10, dott 18 +3p+ ¢ =0, ou 3p+ g = —18.
On résout le systeme de deux équations :

Spt+q = —32
3p+q = —18

On soustrait la deuxiéme équation de la premiere, membre par membre, pour obtenir
2p = —14, ou p = —7. On reporte p = —7 dans la premiere équation pour obtenir
5(=7)+q=—32,dou —35+¢q=—32, ouq=3.

Donc p=—Tet ¢g=3 et f(z) = 22>+ px + q devient f(z) = 22? — 7z + 3.

Puisque le triangle ABE est équilatéral, alors ZABFE = 60°.

Or LPBC = ZABC — ZABE, d'ou ZPBC = 90° — 60°, ou ZPBC = 30°.
Puisque AB = BC, le triangle ABC' est un triangle rectangle isocele et on a donc
/BAC = /BCA = 45°. Donc /BCP = /BCA = 45° et :

/ZBPC =180° — ZPBC — ZBCP = 180° — 30° — 45° = 105°
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(b)

Solution 1

Dans le triangle PBQ), ZPBQ = 30° et ZBQP = 90°. Donc ZBPQ = 60°.

PBQ est donc un triangle remarquable 30° - 60° - 90°, d’'ou PQ : PB:BQ =1:2:+/3.
Puisque gg = f alors 55 f’ d’ot BQ = /3z.

Solution 2

Dans le triangle PQC, ZQCP = 45° et ZPQC = 90°. Donc LCPQ = 45°.

Le triangle PQC' est donc isocele, d’ou QC = PQ = x.

Puisque BC' = 4, alors BQ) = BC' — QC, d’ou BQ) =4 — x.

Solution 1
Dans le triangle PQC, ZQCP = 45° et ZPQC = 90°. Donc ZC'PQ = 45°.
Le triangle PQC' est donc isocele et QC = P(Q) = .

Puisque BC = 4, alors BC = BQ + QC, d'ott BC = /3z + x = 4. Donc x(v/3 + 1) = 4,
ouzr = \/§j1+1'

On peut transformer pour rendre le dénominateur rationnel, ce qui donne = = \/§4+ o X
d’oﬁx:%,oux:@,oux:%ﬁ—l).

B

—1
—1?

B

Solution 2

Dans le triangle PBQ, ZPBQ = 30° et ZBQP = 90°. Donc ZBPQ = 60°.

PBQ est donc un triangle remarquable 30° - 60° - 90°, d’ott PQ : PB: BQ =1:2: /3.
Puisque 3 PQ = f> alors ;*- = \/ig, d’ott v3z = 4—z, ou v3z+z = 4. Donc x(\/§+1) =4,

ouxr = \/§+1
On peut transformer pour rendre le dénominateur rationnel, comme dans la solution 1, ce

qui donne z = 2(v/3 — 1).

Solution 1

La notation |AXYZ| représentera l'aire du triangle

XYZ. On adonc |AAPE| = |AABE| — |AABP). A iR B
Puisque le triangle ABE est équilatéral, .

BE = EA = AB = 4 et la hauteur au point E coupe :

AB en son milieu R. Donc AR = RB = 2. )

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle FBR, :

ER? = BE? — RB?, doit ER? = 4> — 22, ou ER? = 12. N «
Donc ER = /12, ou ER = 2v/3, puisque ER > 0. N Hao
L’aire du triangle ABE est égale a 1(AB)(ER), ou :

1(4)(2v/3), ou 4v3. :

Dans le triangle ABP, on abaisse la hauteur PS au som-

met P. D c
PS et QB sont perpendiculaires & AB. PS est donc parallele a QB.

De méme, SB et P(Q sont perpendiculaires a QB. SB est donc parallele a PQ).

D’apres les parties (b) et (¢), QB =4 —z, d'ott QB =4 —2(v/3 — 1), ou QB = 6 — 2/3.
Donc |[AABP| = 1(AB)(PS), dott |[AABP| = 1(4)(6 —2v/3), ou |AABP| = 2(6 —2V/3),
ou |[AABP| =12 — 4+/3.

Donc |[AAPE| = 4v/3 — (12 — 4v/3), ou |AAPE| = 8v/3 — 12.
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Solution 2

La notation |AXY Z| représentera 'aire du triangle XY Z.

On a donc |[AAPE| = |AABE| — |AABP|.

Or, |[ANABP| = |AABC| — |ABPC|.

Donc |AAPE| = |AABE| — (|AABC| — |ABPCY),

ou |AAPE| = |AABE| + |ABPC| — |AABC.

Puisque le triangle ABE est équilatéral, BE = EA = AB = 4 et la hauteur au point F
coupe AB en son milieu R.

ERB est donc un triangle remarquable 30°-60°-90°. Donc ER : RB = /3 : 1, d’ou
ER = (RB)V3, ou ER = 2V/3.

Donc |[AABE| = 3(AB)(ER), dott |[AABE| = 1(4)(2V/3), ou |AABE| = 4V/3.

Puisque PQ est une hauteur du triangle BPC, |ABPC| = 3(BC)(PQ),

d’ott [ABPC| = 1(4)(2v/3 —2), ou [ABPC| = 4v/3 — 4.

Dans le triangle ABC, ZABC = 90°.

Donc |[AABC| = 3(AB)(BC), d'ot |AABC| = (4)(4), ou |[AABC| =8.

Donc |[AAPE| = |AABE|+|ABPC|—|AABC|, don |AAPE| = (4/3) + (4V/3 —4) -8,
ou |[NAPE| =83 — 12.

On procede par factorisation :
= 62> +8=0
(2 —4)(z*—=2) =0

Donc 22 =4 ou 22 = 2, dott z = +2 ou = = +/2.
Les valeurs réelles de z qui vérifient 1’équation z* — 622 4+ 8 = 0 sont —2,2, — v/2 et /2.

On cherche le plus petit entier strictement positif N pour lequel :
' 420102 + N = (2% +rz + s)(2® + tr + u)
2t +201002 + N = o* +ta® + wa® + r2® 4+ rte? + rux + sx® + stx + su
2t 420102 + N = ' 4tz + ra® + wa® + rta® + sz + rux + stz + su
2t 420102 + N = a* + (t+7)2* + (u+rt + 8)2* + (ru+ st)z + su

Puisque I’égalité est vraie pour toutes les valeurs de z, les coefficients correspondants, dans
chaque membre, sont égaux. Donc ¢t +r =0, u +rt + s = 2010, ru + st =0 et su = N.
D’apres la premiere de ces quatre équations, t = —r.

On reporte t = —r dans la troisieme équation pour obtenir ru — rs = 0, ou r(u — s) = 0.
Puisque r # 0, alors u — s =0, ou u = s.

On reporte u = s dans la quatriéme équation qui devient N = u?.

Donc, pour minimiser N, il faut minimiser u2.

On reporte t = —r et s = u dans la deguxiéme équation qui devient u + r(—r) 4+ u = 2010,
ou 2u — r? = 2010, d’ott u = M

2
Donc u > 0. Pour minimiser u2, on minimise u ou, ce qui est équivalent, on minimise .

Puisque u et r sont des entiers et que r # 0, alors u est minimisé lorsque r = +2 (r doit
2014

étre pair), c’est-a-dire lorsque u = —5 o ouu= 1007.
Dong, le plus petit entier strictement positif N pour lequel I'expression z* + 201022 + N
peut étre factorisée sous la forme (2% + rz + s)(2* + to +u), r,s,t et u étant des entiers et
r#0, est N =u?, d'ott N = 1007?, ou N = 1014 049.
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(¢) On procede comme dans la partie (b), le coefficient 2010 étant remplacé par M. On apparie
les coefficients des deux membres, deux a deux, pour obtenir quatre équations semblables,
soitt+r=0,u+rt+s=M,ru+st=0et su=N. Donc :

N—-—M = su—(ut+rt+s)
37 = u?— (2u—1?)
37 = wr—2u+r?

37+1 = w* —2u+1+7
38 = (u—1)*+1?

Donc r = £,/38 — (u — 1)2.
Dans le tableau suivant, on choisit des valeurs entieres de u pour trouver des valeurs
entieres de r :

u (u—1)2 r
1 0 +/38
0 ou 2 1 +/37

—1ou3 4 +/34
—2o0u4 9 +1/29
—3oub 16 +4/22
—4 ou 6 25 +/13
—5o0u7 36 +/2

On voit que dans chaque cas, la valeur de r n’est pas un entier.

Si on choisit n'importe quelle autre valeur entiere de u, on a (u — 1)? > 38, ou

38 — (u—1)* < 0. Il n’y a donc aucune valeur réelle de 7.

Ainsi si v admet une valeur entiere, » ne peut admettre une valeur entiere. Donc, u et r
ne peuvent pas admettre 3 la fois des valeurs entieres. Donc, I'expression % + Mxz? + N ne
peut pas étre factorisée comme dans la partie (b), M et N étant des entiers pour lesquels
N — M = 3T7.

Remarque : On aurait pu affirmer que (u — 1)? + 72 représente la somme de deux carrés
parfaits et puisque aucune paire de carrés parfaits parmi 0,1,4,9,16,25,36 n’admet une
somme de 38, alors (u — 1) +r? # 38, quelles que soient les valeurs enticres de u et de .




