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1. (a) Par définition, 3V2 = 2(3) + 22+ 3(2) =6+ 4 + 6 = 16.
(b) On a :
zV(-1) = 8
2z + (1) +z(-1) = 8
z+1 = 8
x =7
Donc x =T7.
(c) On a:
AVy = 20
2(4)+y* +4y = 20
v +4y+8 = 20
VP 4dy—12 =
(y+6)(y—2) = 0
Donc y = —6 ou y = 2.
(d) On a:
(w—2)Vw = 14
20w —2) +w* + (w—2w = 14
2w—4+w+w —2w = 14
2u*—4 = 14
2w? = 18
w? = 9
Donc w = 3 ou w = —3.
. . . 8—0 8
2. (a) La droite qui passe aux points A(7,8) et B(9,0) a pour pente : = 3= —4
Cette droite a donc une équation de la forme y = —4x + b, b étant un nombre quelconque.
Puisque la droite passe au point B(9,0), les coordonnées de B vérifient ’équation de la
droite.
Donc 0 = —4(9) + b, d’ou b = 36.
Donc, la droite a pour équation y = —4x + 36.

(b) On cherche le point d’intersection des droites d’équations y = —4x + 36 et y = 2z — 10.
A ce point, les équations présentent la méme valeur de y pour une méme valeur de .
En posant y = y, on obtient —4x + 36 = 2x — 10, d’ot 46 = 6x, ou x = 2—;

On reporte x = 23—3 dans I’équation y = 22— 10 et on obtient y = 2(%—3) —10, soit y = % —

ouy=%.

Le point P a pour coordonnées ( %,

).

E

(c) Solution 1

Le point A a une abscisse de 7 et le point B a une abscisse de 9.

Ces abscisses ont une moyenne de %(7 +9), ou 8.

30
3



Solutions du concours Hypatie 2008 Page 3

Le point P a une abscisse de % et ? < 8. Donc, I'abscisse de P est plus pres de ’abscisse
de A que de celle de B.
Puisque les points P, A et B sont alignés, alors P est plus pres de A que de B.

Solution 2

Le point A a une ordonnée de 8 et le point B a une ordonnée de 0.

Ces ordonnées ont une moyenne de %(8 +0), ou 4.

Le point P a une ordonnée de 13—6 et % > 4. Donc, 'ordonnée de P est plus pres de celle
de A que de celle de B.

Puisque les points P, A et B sont alignés, alors P est plus prés de A que de B.

Solution 3
Les coordonnées respectives de A, B et P sont (7,8), (9,0) et (£, %). Donc :

PA= 157+ - 5F =P+ (P = /%
et
PB= =32+ 057 =02+ (92 =B

Donc PB > PA et P est plus pres de A que de B.

3. (a) Solution 1
Le trapeze ABCD a pour bases AD et BC' et AB est une hauteur, puisqu’il est perpen-
diculaire & BC'. De plus, AD =6, BC = 30 et AB = 20.
Donc, I'aire de ABC'D est égale & (6 4 30)(20), ou 360.

Solution 2

On joint B et D.

Puisque AB est perpendiculaire a BC' et que AD est parallele a BC, alors AB est per-
pendiculaire a AD.

Le triangle DAB est donc rectangle en A. Son aire est égale & 3(6)(20), ou 60.

On considere la base BC' du triangle BDC' et la hauteur correspondante AB. Or BC' = 30
et AB = 20. Donc, l'aire du triangle est égale a 1(30)(20), ou 300.

L’aire du trapeze ABCD est égale a la somme de l'aire du triangle DAB et de celle du
triangle BDC, soit 60 + 300, ou 360.

(b) On remarque que puisque K est situé sur AB, alors le triangle K BC et le quadrilatere
KADC recouvrent le trapeze ABC'D au complet.

A 6 D
K
-
B 5 C

Puisque 'aire du triangle K BC' est égale a celle du quadrilatere K ADC', chacune est égale
a la moitié de l'aire du trapeze ABCD, soit %(360), ou 180.
Soit BK = h.



Solutions du concours Hypatie 2008 Page 4

On considere la base BC' du triangle K BC' et la hauteur correspondante BK. Or BC' = 30
et BK = h. Donc 1(30)h = 180, d’ott h = 12. Donc BK = 12.

Solution 1
Comme dans la partie (b), laire du triangle M BC' doit étre égale a 180.
A 5 D
I
I
I M
20 LA
I
i |
[ |
| |
B Fo N C

Au point M, on abaisse une perpendiculaire M N a BC.

Comme dans la partie (b), puisque la base BC' du triangle M BC' a une longueur de 30,
alors la hauteur M N du triangle M BC' doit avoir une longueur de 12 pour que le triangle
ait une aire de 180.

Au point D, on abaisse une perpendiculaire DF a BC.

Puisque DF est perpendiculaire a BC, alors ADF B est un rectangle. Donc BF = 6 et
on a donc F'C' = BC' — BF, c¢’est-a-dire FC' =30 — 6, ou FC = 24.

De plus, DFF = AB = 20.

D’apres le théoreme de Pythagore, DC' = /202 4 242 = /400 + 576 = /976 = 41/61.

Il reste a déterminer la longueur MC'

1™ approche

DF 20 )
On sait que sin(£ZDCF') = = = .
DC 461 /61
MN 12

12
— V61,

Pui MN =12, alors MC = = =
uisque , alors Sn(ZDCF) 5/\/@ 3

2¢ approche

Les triangles DFC' et M NC sont semblables, puisqu’ils sont rectangles et qu’ils ont un
angle commun C.

MC  DC . 12 12
Donc UN = DF’ d'ou MC = 2—0(4\/6_1), ou MC = F\/G_l
Solution 2
Comme dans la partie (b), I'aire du triangle M BC' doit étre égale a 180.
A S5 D
M
20 ,
|
|
|
1
B N C

Au point M, on abaisse une perpendiculaire M N a BC.

Comme dans la partie (b), puisque la base BC' du triangle M BC' a une longueur de 30,
alors la hauteur M N du triangle M BC' doit avoir une longueur de 12 pour que le triangle
ait une aire de 180.
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On place la figure dans un repere cartésien, de maniere que B soit situé a 'origine, A soit
situé sur la partie positive de 'axe des ordonnées et C' soit situé sur la partie positive de
I’axe des abscisses.

Les coordonnées respectives de B, A, D et C sont donc (0,0), (0,20) (6,20) et (30,0).
Puisque M N = 12, les coordonnées de M sont (s, 12), s étant une nombre réel quelconque.
Puisque M est situé sur DC', la pente de MC' est égale a celle de DC, c’est-a-dire que

0-20 0-12 . B B
30 = 6 305 Donc —20(30 — s) = 24(—12), d’on 20s — 600 = —288, ou 20s = 312, ou

S =
5
On utilise les coordonnées de M et de C' pour obtenir :

MO =JB0-B) 0127 =\ (2) 4 12 = BV T = 2R
Puisque la somme-peizi de la suite 2, 3, x, 2z est égale a 7, alors :

2(3) + 22+ 2(2z) + 3z + 3(22) + z(22) = —7
6+ 152 + 222 = —7

22% + 15z + 13

(22 4+13)(x+1) = 0

I
o

Donc x = —1 oux = —%.

Puisque chaque terme est égal a 1, —1 ou 2, alors les paires de termes distincts qui ont un
produit de 1 doivent étre « 1 et 1 » ou « —1 et —1 » .

On sait que m termes égalent 1. Combien de produits de deux termes peuvent-ils former ?
Pour former un produit, il y a m choix pour le premier facteur et m — 1 choix pour le
deuxieme (c’est-a-dire n’importe quel terme sauf le premier facteur). Il y a donc m(m — 1)
produits.

Or, chaque choix de deux facteurs a été compté deux fois (on a compté ab et ba). On
doit donc diviser le nombre de produits par 2. Les m termes qui égalent 1 forment donc
im(m — 1) produits.

m(m — 1)

2 )

(On aurait pu dire que le nombre de produits est égal a (7721) .

On sait aussi que n termes égalent —1.

De la méme maniere, ces termes formeront %n(n — 1) produits.

Le nombre de paires de termes distincts qui ont un produit de 1 est donc égal a
im(m — 1)+ in(n —1).

Si la suite contient m termes qui égalent 2, elle contient n = 100 — m termes qui égalent
—1.

Les termes qui égalent 2 forment $m(m — 1) fois le produit 4 (soit 2 x 2 = 4) dans la
somme-peizi.

Les termes qui égalent —1 forment n(n — 1) fois, ou (100 — m)(99 — m) fois le produit
1 (soit (—1) x (—1) = 1) dans la somme-peizi.

Les m termes qui égalent 2 et les 100 — m termes qui égalent —1 forment m(100 —m) fois
le produit —2 (soit 2 x (—1) = —2) dans la somme-peizi. En effet, il y a m choix d'un
terme qui égale 2 et 100 — m choix d’un terme qui égale —1.

Puisqu’il s’agit de tous les produits possibles, la somme-peizi S est égale a :

S =4(Im(m—1)) +1(3(100 — m)(99 — m)) + (—2) (m(100 — m))
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ou
S =2m* — 2m + 50(99) — 92m + Im? — 200m + 2m?

ou
S = Im? — %%y 4 4950

L’équation S = %mQ—Gg—3m+4950 définit une fonction du second degré (dont la représentation

graphique est une parabole ouverte vers le haut). La fonction admet une valeur minimale
au sommet de la parabole. En ce point, on a :

_% 67 1

m = 2(%) =5 =333
Puisque cette valeur de m n’est pas un entier, il ne s’agit pas de la valeur de m qui résout
le probleme.
La parabole est symétrique par rapport a son axe vertical qui passe au sommet. Les valeurs
de la fonction augmentent de part et d’autre du sommet. La valeur minimale de la fonction
pour une valeur entiere de m est donc produite a m = 33 et m = 34 (il s’agit des entiers
les plus pres de 33% et ils sont a la méme distance de 33%).
On peut reporter m = 33 ou m = 34 dans I'expression de la somme-peizi pour obtenir la
valeur minimale de §(33)? — £3(33) + 4950, ou —99.




