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SOLUTION DU CONCOURS CAYLEY 2001

Partie A
1. Lavaeurde 5(6) 3(4)
6+3
(A)1 (B) 2 (C)6 (D) 12
Solution
5(6)—3(4) 30-12
6+3 9
_18
9
=2
2.  Lorsque % de 15 est multiplié par % de 10, laréponse est :
(A)5 (B) 2 ©) 2 (D) 3
Solution
Ona:
1 1
[315)][500)
=1ad)le
2 (18)5(20)
- 25

2

3. S x= % , laguelle des expressions suivantes ala plus grande valeur?
(A) x OFs (©) 3x ©) -
Solution
On calcule lavaleur de chague expression.
oF @Y o) o1

- % = % :4 1x 4

(E) 31

REPONSE :

(E) 2

REPONSE :

(E) \/’f;

(B)

(B)

. (D)
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4.

Dans une école, 20 filles et 30 garcons se sont inscrits au concours Cayley. Des certificats ont été
remis a 20 % des filles et a 10 % des garcons. Quel pourcentage des éléves inscrits ont regu un
certificat?

(A) 14 (B) 15 (C) 16 (D) 30 (E) 50

Solution

Puisgue 30 gargons se sont inscrits et que 10 % d’ entre eux ont regu un certificat, aors (0,1)(30),
ou 3 garcons ont regu un certificat. De méme, des 20 filles qui se sont inscrites, (0,2)(20), ou 4
filles ont recu un certificat. 1l y a donc 7 éléves sur 50, ou 14 % des éléves qui ont recu un
certificat. REPONSE : (A)

X

Dans le diagramme, KL est parallelea MN, AB=BC et g
ZKAC=50°. Lavaeur dexest:

(A) 40 (B) 65 (C) 25

D) 100 E) 80 5 "

(D) (E) M ,/C # = N
Solution

Puisque KL est parallélea MN, lesangles ACB et KAC sont alternes-internes.
Donc £ ACB=50°.
Puisque letriangle BCA est isocéle, £ BCA= £ BAC = 50°. Puisque les mesures des angles KAC,
BAC et LAB ont une somme de 180° :
50°+50° + x°=180°
x=80
RePoNsE : (E)

Dino a compté un total de 252 points dans 28 parties de basket-ball. Rima a joué 10 parties de
moins que Dino. Sa moyenne de points par partie était supérieure de 0,5 point a celle de Dino.
Combien de points Rima a-t-elle comptés?

(A) 153 (B) 171 (C) 180 (D) 266 (E) 144

Solution

Puisque Dino a compté 252 points en 28 parties, sa moyenne est égale a %, ou 9 points par
partie.

Rima a donc une moyenne de 9,5 points par partie. En 18 parties, elle a donc compté 9,5x 18, ou
171 points. REPONSE : (B)
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7. Danslediagramme, le carré ABCD a des cotés de longueur A B
2, M est le milieu de BC et N est le milieu de CD. L’aire
delarégion ombrée BMND est égale a: +

(A) 1 (B) 242 (C) g 2
(D) 3 (B) 452

Solution

L’aire du triangle MNC est égale a %(1)(1), ou % Puisque le triangle BDC est la moitié du carré,
son aire est égale a 2.

L’ aire de larégion ombrée est égale al’aire du triangle BDC moins celle du triangle MNC.

Elle est doncégaleaZ—%,ou g RePONSE : (D)

8. LadroiteL croise | axe des x au point (—8,0). L'aire de la y

partie ombrée est égale a 16. Quelle est la pente de la droite
L? L

Sk (B 4 () -

(D) 2 (E) -2 _(-80) A > X

Solution y
Puisque I’ aire de la partie ombrée est égale a 16 et que la
base a une longueur de 8, la hauteur doit étre égale a 4. L
La droite croise donc I’axe des 'y au point (0, 4), car sa /

pente est positive selon le diagramme. M (0, 4)
. . 4- 1 —
La pente est donc égale & 0 =, B ‘8’/0) % > X

, ou
0-(-8)' 2

Aire = %
2

=16
REPONSE : (A)

9. S [(103)(10X)]2:1018, lavaleur de x est :

(A) N2 (B) 12 (C)6 (D) 1 (E) 3
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10.

Solution
On simplifie al’ aide des lois des exposants.

(103+x)2 _108

106+2x — 1018
L es exposants doivent donc étre égaux.
Donc: 6+2x=18
2x=12
X=6
RePoNsE : (C)

La somme de cing entiers consecutifs est égale a 75. La somme du plus grand et du plus petit de
cescing entiersest égale a:

(A) 15 (B) 25 (C) 26 (D) 30 (E) 32

Solution
On peut résoudre ce probleme de plusieurs facons. Voici une fagon algébrique.
On représente lesentierspar x—2, x—1, X, Xx+1et x+2.
Donc: (Xx—=2)+(X=1)+Xx+(x+1)+(x+2)=75

5x=75

x=15

Les cing entiers consécutifs sont donc 13, 14, 15, 16 et 17.
Lasomme du premier et du dernier est égalea 13+17, ou 30. RePoNSE : (D)

Partie B

11.

12.

Lorsqu’un entier positif N est divisé par 60, le reste est égal a49. Lorsgue N est divisé par 15, le
reste est égal a:

(A)O (B)3 (C) 4 (D)5 (E)8

Solution

Il'y a plusieurs fagons de résoudre ce probleme. Voici une fagon facile. Puisque N donne un reste
de 49 lorsgu’ on le divise par 60, N doit &tre un nombre de laforme 60k + 49, k=0,1, 2, ...

Les premieres valeurs possibles de N sont 49, 109, 169, 229, ... Si on divise ces nombres par 15,
on obtient toujours un reste de 4. RePoNsE : (C)

Les 6 membres d'un comité directeur veulent convoquer une réunion. Chague membre appelle 6
autres personnes qui, a leur tour, appellent chacune 6 autres personnes. Si aucune personne n’ est
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13.

14.

15.

appel ée plus d’ une fois, combien de personnes sauront gu’il y a une réunion?

(A) 18 (B) 36 (C) 216 (D) 252 (E) 258

Solution

Les 6 membres du comité directeur appellent chacun 6 personnes pour un total de 36 personnes.

Ces 36 personnes appellent chacune 6 personnes pour un total de 216 personnes.

Le nombre de personnes qui sauront qu’il y aune réunion est égal a 6+ 36 + 216, ou 258.
RePoNsE : (E)

Les suites 3, 20, 37, 54, 71, ... et 16, 27, 38, 49, 60, 71, ... ont le terme commun 71. Le prochain
terme commun aux deux suites est :

(A) 115 (B) 187 (C) 258 (D) 445 (E) 1006

Solution

Les termes de la premiéere suite augmentent de 17 et ceux de la deuxiéme augmentent de 11.
Aprés 71, le prochain terme commun aux deux suites sera égal a 71 plus le plus petit commun

multiple de 11 et de 17, soit 71+ 187 ou 258. RePoNsE : (C)
D’apres le rectangle, quelle est la valeur de y
a—b? A (a, 13)
(A) -3 (B)—1 <o (15, b)
(D) 3 (B) 1
(5, 9)

(9.2 «

Solution

Pour se rendre du point (5, 5) au point (9, 2), il faut se déplacer de 4 unités vers la droite et de 3
unitésversle bas.

Puisqu'il s'agit d’un rectangle, il faut se déplacer de laméme fagon pour se rendre du point (a,13)
au point (15, b).

Donc a+4=15et 13-3=b,dou a=11et b=10. Donc a-b=1. RerPoNSE : (E)

Les % de la surface d’ une petite Tle sont recouverts de foréts et % du reste de I'1le est recouvert de

dunes de sable. L’Tle comprend aussi 90 hectares de terre arable. Si I'1le n’ est formée que de foréts,
de dunes et de terre arable, quelle est la superficie totale de I'1le, al’ hectare pres?

(A) 163 (B) 120 (C) 200 (D) 138 (E) 257
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16.

17.

Solution

Puisgue les % de la surface de I'1le sont recouverts de foréts, g de la surface de I'lle sont
recouverts de dunes et de terre arable.

Puisque %x g ou 2% de la surface de I'1le sont recouverts de dunes de sable, alors g— 207 OU 2—90
de la surface de I'ile sont recouverts de terre arable. Donc 2—90 de lasurface de I'Tle correspondent a
90 hectares, ou 2—10 de la surface correspond a 10 hectares. La superficie de I'Tle est donc égale a

20x10, ou 200 hectares. RePoNsE : (C)

Combieny at-il de valeurs entieres de x qui vérifient XT_l < g < i4’?

5
(A)O (B)1 (C)2 (D)3 (B)4
Solution
S on multiplie lestrois fractions par 3(5)(7), lesinégalités sont conservées et on a:

960 "D < @i <@t L
35(x —1) < 75< 21(x+ 4)
On doit donc avoir :
B(x-H<75 e 21(x+4)>75

3Bx—-35< 75 et 21x+84> 75
35x<110 21x>-9
1 _9
X< 37 X>——
Les seules valeurs entieres de x qui vérifient les deux inéquations simultanément sont 0, 1, 2 et 3.
Il'y en aquatre. RePoNsE : (E)
ABCDEFGH est un cube ayant des c6tés de longueur 2. A B

P est le milieu de EF. L’aire du triangle APB est égale
a:

(A) 8 (B) 3 (C)6
(D) ~2 (E) 32 G
Solution

Labase AB du triangle APB aune longueur de 2. La hauteur correspondante du triangle est égale
a BF . D’ aprés le théoréme de Pythagore, BF = v2? + 22, ¢’ est--dire que BF = +/8.
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18.

19.

L’airedu triangle APB est égale a 2><2\/§ ,ou /8. REPONSE : (A)

Combien peut-on écrire d entiers positifs de cing chiffres si les entiers sont divisibles par 9 et si on
n’emploie que les chiffres 3 et 6?

(A)5 (B) 2 (C) 12 (D) 10 (E) 8
Solution

Puisgue I’entier de cing chiffres doit étre divisible par 9, la somme de ses chiffres doit étre
divisible par 9. 1l y adonc deux seuls cas a considérer.

1% cas Les entiers sont composés de un 6 et quatre 3.
Il'y acing entiers possibles : 63333, 36 333, 33633, 33363 et 33336.

2°cas Les entiers sont composés de un 3 et quatre 6.
Il'y acing entiers possibles : 36 666, 63666, 66 366, 66 636 et 66 663.

Il'y a10 entiers en tout. RePoNsE : (D)
Trois nombres différents sont choisis tels que lorsqu’ on additionne tour atour un des nombres a

la moyenne des deux autres, on obtient 65, 69 et 76. La moyenne des trois nombres choisis est
égaea:

(A) 34 (B) 35 (C) 36 (D) 37 (E) 38
Solution

Soit a, b et ¢ les trois nombres.

Selon I'énoncé, on a a+%:65, b+%‘: 69 et c+%b: 76.

On multiplie chague membre de chaque équation par 2 pour obtenir 2a+b+c=130,
a+2b+c=138 et a+b+2c=152.
On additionne les trois équations, membre par membre, pour obtenir 4a+ 4b+4c =420, ou

a+b+c=105.

Lamoyenne des trois nombres est égale a ar 2+ ¢ , ou 35. ReEPONSE : (B)
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20. Lecarré ABCD, dont les cotés ont une longueur de 2, est
inscrit dans un cercle. On utilise ensuite chague c6té du A B
carré comme diamétre pour tracer quatre demi-cercles.
L’aire de la partie ombrée a |’ extérieur du cercle et a
I’intérieur des demi-cercles est égale a:

(A) & (B) 4 (C) 2n—2 D C
(D) m+1 (E) 2n-4
Solution

La figure au complet est formée d’un carré et de 4 demi-cercles. L’aire de la partie ombrée est
égale al’aire de lafigure au complet mois |’ aire du cercle. Or on sait que le carré a des cotés de
longueur 2 et que les demi-cercles ont des rayons de 1. Il reste acalculer le rayon du cercle.

D’ aprés le théoréme de Pythagore, AC? =22 +22, d'oll AC=+/8 ou AC=2+2. Le cercle adonc
un rayon de V2.

nx1?

L’airedu carré est égale a 4. L’aire d’ un demi-cercle est égale a , 0u g L’aire du cercle est

égalea nx(«@)z, ou 2.
L’aire delafigure au complet est égale a 4+4(g), ou 4+ 2m.

L’ aire de lapartie ombrée est égale a (4 + 2rn) — 2w, ou 4. REPONSE : (B)

Partie C

21. Lepoint P est sur ladroite définie par y=5x+ 3. Les coordonnées d’un point Q sont (3,—2). Si
M est lemilieu de PQ, alors M doit étre situé sur la droite définie par :

(A)y=2x—3 (B)y=5x+1  (C)y=—;x—f (D)y= x+

5 cX—¢ (E) y=5x-7

N -

On trace la droite donnée, définie par y = 5x+ 3. Elle passe par le point (0, 3).
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22.

Solution 1
On choisit le point P(0, 3) sur ladroite. y
3+0 -2+3

Le milieu du segment PQ est |e point M(T’ o

()

La droite que I’on cherche doit passer par le point M et
doit passer par le milieu de n’importe quel segment
joignant un point de la droite donnée et le point Q. La
seule droite qui satisfait a cette condition est |a droite de

pente 5, passant par M(g %) . Son équation est :

) ou

ou y=5x-7

y=5x+3 Vl

Solution 2
Soit P(a, 5a+3) un point sur ladroite d’ équation y=5x+3 et soit M(x, y) le milieu du segment
PQ. On cherche une équation de la droite qui contient tous les points M. Puisque M(x,y) est le

milieu de PQ :
M(x,y):(a;r3,(5a+3;+(_2))
_(ﬂ 5a+1j
L2 2

On a donc x:a%3 et y= 5a2+1. On isole a dans chaque éguation pour obtenir a=2x-3 et

a:Zy—_l. Puisqu’il s agit du méme a, alors 2x—3:2yT_1.
10x-15=2y -1
y=5x-7

L’ équation est y=5x—7. ReEPONSE : (E)

On considére deux cercles, le premier de centre A(5, 3) et de rayon 12 et le deuxieme de centre
B(2,—1) et derayon 6. Quelle est ladistance la plus courte entre les deux cercles?

(A)1 (B)2 (€)3 (D) 4 (E)S
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23.

Solution

On trace un grand cercle de centre A(5,3) et un petit
cercle de centre B(2,—1). On trace ensuite un rayon du
grand cercle, passant par B. Le rayon coupe le petit cercle

au point C et le grand cercle au point D. La distance la
plus courte entre les deux cercles est égale a CD. Or

BC=6et AD=12.
AB=/(5-2) +(3— (-1))°
=J/9+16
-5
CD = AD —(AB+ BC)
=12-(5+6)
—1

A(5, 3)

i

> X

s

REPONSE : (A)

Une bouteille fermée, contenant de I’ eau, a été construite en attachant un cylindre de rayon 1 cm
aun cylindre de rayon 3 cm, comme dans la Figure A. Lorsgue la bouteille est tenue a |’ endroit,
le niveau de I’ eau est & une hauteur de 20 cm, comme I'illustre la vue de face dans la Figure B.
Lorsque la bouteille est tenue a |’ envers, le niveau de |’ eau est a une hauteur de 28 cm, comme
I"illustre la Figure C. Quelle est la hauteur totale de la bouteille, en centimétres?

_ Niveau
\ ) del’eau
a5

. 7
Figure A
(A) 29 (B) 30
Solution

-
20 cm 28 o
Y
Figure B FigureC
(©)31 (D) 32 (E) 48

Soit h la hauteur totale de la bouteille, en centimétres.
Le volume de I’ eau est e méme dans les deux positions. De méme, le volume de la partie vide est
le méme dans les deux positions. Or il est plus facile de calculer le volume des deux parties vides.

Danslafigure B, la partie vide a une hauteur égalea h— 20.

Son volume est donc égal & mt x 1% x (h— 20), ou wt(h— 20).

Danslafigure C, la partie vide a une hauteur égale a h— 28.
Son volume est donc égal & m x 3% x (h—28), ou 9r(h— 28).

11
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24.

Puisque ces volumes sont égaux, on a:
n(h—20) = 9n(h - 28)
h—20=9h-252
8h =232
h=29
La hauteur totale de la bouteille est de 29 cm. REPONSE : (A)

Un palindrome est un entier strictement positif dont les chiffres peuvent étre lus de gauche a droite
ou de droite a gauche, tout en donnant le méme nombre. Par exemple, le nombre 2882 est un
palindrome de quatre chiffres et le nombre 49194 est un palindrome de cinqg chiffres. Il existe des
paires de palindromes de quatre chiffres dont la somme est un palindrome de cing chiffres. A titre
d’ exemple, les nombres 2882 et 9339. Combien de telles paires existe-t-il?

(A) 28 (B) 32 (C) 36 (D) 40 (E) 44

Solution
Puisqu’ on additionne deux palindromes de quatre chiffres pour obtenir un palindrome de cing
chiffres, il doit s'agir de nombres de laforme suivante,

abba

cddc

lefel
C’ est-a-dire que le premier chiffre de la somme doit étre 1.
On conclut que a+c=11, puisque le chiffre desunitésde a+c est 1 et que 10< a+c < 20.
Il'y aquatre valeurs possiblesdea et dec:

a| 2| 3] 4]s
c | 9] 8] 7 s
On remarque que I’ on pourrait prolonger le tableau, mais on obtiendrait les valeurs de a

attribuées a c et vice versa.

On considéreundecescas, a=2 et c=9.
2bb2

9dd9

lefel
On voit que I’ on peut former des palindromes de deux fagons possibles, selon qu’'il y aune
retenue ou non. En effet, si on porte attention au e dans la colonne des milliers, on voit que
e=1¢5il 'y aaucuneretenue ou que e=2 s'il y aune retenue.
Si e=1, onvoit, d apres les colonnes des dizaines et des centaines, que b+ d =0, ' est-a-dire
gue b=d=0.
Si e=2, onvoit, d aprés les colonnes des dizaines et des centaines, que b+d =11.
Quelles que soient les valeurs de a et de ¢ choisies, on doit avoir b=d=0 ou b+d=11.
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25.

On revient ala situation générale en examinant ces deux cas.

1 cas: b=d=0
Il'y a4 possibilités pour les valeurs de a et de c. Dans chaque cas, on a b= d = 0 puisque
b+d=0.

2°cas: b+d=11
Pour chacune des 4 possibilités pour lesvaleurs de a et de ¢, il y a8 facons de choisir des
valeursde b et de d pour que b+d =11. Il y adonc 32 possibilités dans ce cas.
Il'y aun total de 4+ 32, ou 36 possibilités.
RePoNsE : (C)

Le cercle de centre A aun rayon de 3. Il est tangent a y
la partie positive de |’ axe des x et ala partie positive
del’axe desy. Le cercle de centre B aun rayon de 1
et il est tangent ala partie positive de I’ axe des x et au
cercle de centre A. La droite L est tangente au deux
cercles. L’ordonnée al’ origine de ladroite L est :

(A) 3+643 (B) 10+312 (C) 83
(D)10+2+/3 (E) 9+33

Solution
Soit C(c,0) et D(0O,d) les points d'intersection y
respectifs de ladroite et des axesdes x et desy. D(0, d)

On trace le segment AC qui passe par le point B, car
AC est labissectrice de |’angle OCD.

Aux points A et B, on abaisse des perpendiculaires a
I’ axe des x, jusgu’ aux points respectifsE et F.

On abaisse aussi une perpendiculaire AH al’axe des
y.

Onadonc AH = AE=3. Hp3 A

00,0 3 E F  C(c0)
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Le diagramme ci-contre illustre les triangles ACE et A
BCF qui sont semblables, puisque leurs angles sont 3 4 B
congrus deux a deux. X
E F C

Soit x=BC. Donc:

x_x+4
1 3
X=2

Dansletriangle BCF, FC? =22 —1?, ou FC? = 3.

FC=+3, (FC>0).
Letriangle est donc un triangle 30° — 60° — 90° et on a £BCF =30° et ZOCD =60°.
D’ aprés les triangles semblables, on adonc EF = 2+/3.

On adonc le diagramme ci-contre. D(0, d)
Donc : d=/3(3+3/3)
=3J3+9 30°
_ 60°

00,00 343/3 €0
RePoNsE : (E)

Ledodogededogelole]

14



